1. A partir de la densité lagrangienne du champ électromagnétique et des équations
d’Euler-Lagrange, obtenez la quatrieme équation de Maxwell.

Solution :
. o . d
Note : on utilise dans ce qui suit la notation 9, = a—, a=x,y,zout
o

2
802‘: VXAl —pV+J-A.

£=%SO|A+VV|2 -

Prenons le champ A . Les équations d’Euler-Lagrange donnent:

0L L 0L L L
-9 -0, -0 -9 —=0.
0A, "O0A., an,y TOA,, "0A,

i [A+VV] = A2+ A2+ A2 4240, V+249V+240V +|VV[
i [VxAF=(A,-A_ ) +(A_ -A)+(4,-4,)
iii. J-A=J A +JA +JA

Dong,
0L 0L 0L
—=J;0 —=0;, 0, —=¢,c0.(A —-A );
dA,  TOA,, " 0A, | 0 y( - ”)
0L 0L .
——=-g,c"0,(A,. - A ) 0,——=¢9,(A, +9,V);
TOA, . o 0A, :

Mais A, — A, =B, A,,—A_ =B et A +9V=-E,.
Il suit que
—&,E —¢,’ (B -B ) =—¢gE +e,*(VXB) =J,,

y.2 z,y X

ce qui se réécrit

1
J..

2 Yx

(Vx B)x = %B,EX +
c £,C

En faisant de méme pour les champs A, et A_, on retombe sur la quatrieme équation de

Maxwell.



2. Soit un lagrangien L exprimé en termes de coordonnées généralisées complexes
g=a(q +ig,) et q*:(x(q',*+iq;), et des vitesses généralisées ¢=a(g, +ig,) et

q = (x((jf + ig;) .Comme L doit étre réel, on peut I'exprimer sous une forme générale

L=A4q +B(q'q+qd" )+ fla.qa) -

Par commodité, on exige généralement que I'impulsion généralisée p soit également de
laforme p=a(p, +ip,), ou p, et p, sontlesimpulsions associées a g, et g, .

, oL\
Montrez que cela impose p = = et o0 =—.
q

Solution :

g=0o(q +ig,) = ¢=0(q +ig,)
0" =’ (¢ +43). a'q+aq" =20 (9.4, + 0,d,)

Il suit que
L= O‘ZA(%Z + q§)+ 20°B(¢,4, + 24, ) -
Par définition,

. oL .
p =——=20"(A¢, + Bg,) etp, =— =20’ (Ag, + Bg,),
q, a%

dont on tire
p=a(p +ip,)=20[A(d, +id,)+ B(g, +ig,) ] = 207 (Aq + Bg).

D’autre part,

oL
—=Aq +Bq #p.
dq

Par contre,

a—L— si on oseoc—L
%) 7 P V27



3. Montrez que

Solution :

Il s’agitici de trouver les &, tels que

1

4_7rr = %Zexp{il_{n -7}5; )

La transformation inverse impose
3
1 dre_ik”Ar
" And or

ik —ik, ~re—ar

A . d’r
" =lim | —e

 opdir
On peut écrire J—e
r a—0 r

Soit k, -r =k, rcos@=kyu = d’r=r’sinfdrd0d¢ = —r*drdudg.

Dong,

Il suit que &, = —-1lorsque o — 0.




