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Chapitre 4

Laser en régime stationnaire :
Laser continu

Au chapitre 3, nous avons donné une présentation des lasers qui permet de comprendre
qualitativement un trés grand nombre de propriétés de ces sources de lumiére. Le coeur
d’un laser est un amplificateur de lumiére, dont la sortie est réinjectée sur 'entrée, ce qui
peut donner lieu & oscillation si le gain est supérieur aux pertes. Cette description nous
a permis de faire apparaitre la notion de mode, et d’aborder qualitativement des points
importants comme la saturation du gain, le caractére monomode ou multimode, les lasers
en impulsion.

Lorsqu’on veut décrire de facon plus quantitative le comportement d’un laser, le pro-
bléme est a priori trés complexe, car on a un champ électromagnétique en interaction
avec un milieu atomique dans un état non trivial (en inversion de population), et avec
des conditions aux limites subtiles (miroirs de rebouclage). L’objet de ce chapitre (et du
suivant) est de faire apparaitre des équations approchées, qui permettent une excellente
description quantitative des lasers. L’élément fondamental de cette description est la no-
tion de mode, qui simplifie énormément la description du champ (partie 4.1). Dans le cas
ol les atomes atteignent un régime stationnaire vis a vis du champ laser, on obtient alors
une équation d’évolution pour le champ (partie 4.2), qui est trés simple mais néanmoins
non linéaire. La présence de cette non linéarité entraine une trés grande richesse des com-
portements possibles, dont nous verrons des exemples a propos des lasers monomodes
(partie 4.3), et multimode (partie 4.4). Trés importants pour la compréhension des lasers,
ces exemples de comportement non linéaire ont en fait un caractére générique trés marqué,
et les notions de brisure spontanée de symétrie, compétition entre solutions, bistabilité, se
retrouvent dans toute la physique non-linéaire, et méme hors de la physique (en économie,
biologie, ... ). L’intérét de ce chapitre s’étend donc bien au-dela de la physique des lasers.
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4.1 Modes de la cavité résonnante

Dans cette partie, nous considérons la cavité laser sans milieu amplificateur. (On la
désigne souvent sous le nom de « cavité froide »). Ceci nous permet de décrire tres
simplement le champ qui circule dans cette cavité, et qui peut y rester pendant un temps
beaucoup plus long que le temps de rebouclage L,y /¢, oul Le,, caractérise la taille de la
cavité.

4.1.1 Mode d’une cavité fermée sans perte

Une cavité est une structure comportant des parois qui confinent le champ électro-
magnétique a une région bornée de ’espace. Le champ électromagnétique peut alors se
développer sur une base discréte de modes p

E(r,t) = ng(t) u,(r) . (4.1)

Dans cette expression, E(r,t) est le signal analytique du champ réel E(r,t), c’est-a-dire
la quantité complexe obtenue en ne gardant que la partie positive du spectre de Fourier
de E(r, ), de sorte que 1'on a

E(r,t) =E(r,t) + E*(r,t) . (4.2)

En fait, dans un probléme a 3 dimensions, chaque mode est caractérisé par 3 entiers
associés aux trois directions de I'espace, ainsi qu’une polarisation. On considérera ici p
comme un indice permettant de repérer un mode donné, parmi la suite des quadruplets
caractérisant les modes.

La décomposition (4.1) permet une grande simplification des problémes, puisque la
fonction (vectorielle) de 'espace E(r, t) est remplacée par un ensemble discret de nombres
Ey(t) (& un instant donné).

Pour une cavité vide sans perte, les modes sont des solutions stationnaires des équa-
tions de Maxwell, ou encore de ’équation de propagation dans le vide, qui respectent les
conditions aux limites imposées par la cavité. L’amplitude du mode est alors de la forme

E(t) = Aje 0t = Aeifreiont (4.3)

avec A, réel. La fonction u,(r), qui donne la structure spatiale et la polarisation du mode,
est solution de I’équation d’Helmholtz

(V2 + k] u,(r) =0 (4.4a)

avec

(4.4b)

k‘
(3]
I
3, |~6€M
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Les modes u,(r) sont orthogonaux, et on leur imposera condition de normalisation

JI[ ) uge) = 6 Vs @5)

cav

ou V., est le volume de la cavité, dont la définition exacte, qui doit étre précisée pour
chaque structure de cavité, peut posséder un certain arbitraire.

L’énergie du champ électromagnétique stockée dans la cavité vaut
3 o 1
Ui = [[[ d*r(2E2 + —B2
cav 2 2/1/0

_ ([ #eei

(la barre supérieure  désigne la moyenne temporelle). En utilisant la relation d’or-
thonormalisation des fonctions u,(r), I'’énergie s’exprime trés simplement en fonction de
I’énergie de chaque mode

(4.6)

Ucav = 260 Vear y_ A2 =Y U, . (4.7)
p p
En introduisant 1'énergie par photons 7w, du mode p, on fait apparaitre une quantité
utile, le nombre de photons dans le mode p

250‘/cavA]29 . Up
ml’ a hwp .

N, = (4.8)

4.1.2 Cavité ouverte en anneau sans pertes : mode quasi cylin-
drique

Dans notre étude des lasers, nous considérerons une cavité en anneau, comportant
trois miroirs (figure 4.1)

Nous savons qu’en utilisant des miroirs concaves convenablement choisis, parfaite-
ment réfléchissants, on a des modes qui dépendent de trois indices, deux caractérisant la
structure transverse, et le troisi¢éme la structure longitudinale (cf. Complément 3.2). Pour
simplifier, nous considérerons le cas limite ot les trois miroirs sont plans et parfaitement
réfléchissants. Un type de mode bien adapté a cette situation est constitué d’une onde
plane progressive se réfléchissant sur les miroirs. Dans chaque bras j on écrit donc

u(r) = é’; expi(k,e’ - r) (4.9)

expression dans laquelle e’ est un vecteur unitaire paralléle a la direction de propagation
dans le bras j, et le vecteur unitaire é’i,, perpendiculaire a e’, caractérise la polarisation
du mode.
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M2 / e \Ms
C

FI1G. 4.1: Cavité en anneau idéale, a 3 miroirs plans. On a représenté les polarisations pour le
cas TM (champ électrique dans le plan d’incidence).

La condition de rebouclage imposée par les miroirs s’écrit alors

21
Lcav

k,=p avec p entier (4.10)
Dans cette formule, L., est la longueur optique de la cavité sur un tour, c’est-a-dire pour
un rayon se refermant sur lui-méme. Méme si la cavité est vide, on doit prendre en compte,
en plus de la longueur géométrique Lyiq. du trajet, un déphasage supplémentaire Af da
aux miroirs, et on a alors

p 2T = kavide + A0 (411&)
d’ou
21 Al
= - — 4.11
kp Lvide <p 27T> ( b>

Si la cavité contient un diélectrique caractérisé par son indice de réfraction n(r), la lon-
gueur optique s’écrit

Leoyw = /ltour n(r)dr = Lyige + /[n(r) — 1]dr (4.12)

et la relation (4.11b) est remplacée par

2 A6
k, = T (p — —) p entier relatif (4.13)

Leav 2m

A priori, le déphasage Af, aussi bien que l'indice de réfraction n, dépendent de la
fréquence w, = c k,, et cette dépendance doit étre prise en compte dans I’équation (4.13)
pour trouver les fréquences des modes. En pratique, un laser fonctionne trés souvent sur
une bande de fréquence étroite, et dans ce cas L et Af sont constants sur cette bande, de
sorte que les modes longitudinaux ont des fréquences équidistantes. On écrit alors

Wy = 21— <p - %) (4.14)
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expressions dans lesquelles Ly et Afy sont les valeurs au centre de la courbe de gain. La
quantité 2wc/ Lo est lintervalle de fréquence entre modes longitudinaux, encore appelé
« intervalle spectral libre » de la cavité.

Remarques

(i) Dans le cas d’un miroir métallique parfait, le déphasage supplémentaire serait de
a chaque miroir, quelle que soit la polarisation de la lumiére. Pour les miroirs modernes
de haute réflectivité, constitués d’empilements de couches diélectriques, le déphasage a la
réflexion dépend de la polarisation. La quantité A8 est donc différente pour les deux polari-
sations principales du probléme (celles qui sont conservées au bout d’un tour) : polarisation
linéaire £ (ou £tg), perpendiculaire au plan de figure ; polarisation linéaire £, (ou E1m),
dans le plan de figure.

Les fréquences des modes TE et des modes TM sont donc différentes : elles forment deux
suites décalées.

(ii) Meéme si les déphasages a la réflexion sont identiques pour les deux polarisations, notons
qu’il existe un déphasage supplémentaire de m, d’origine purement géométrique’, pour la
polarisation TM. Les fréquences des modes TE et des modes TM forment alors deux suites
décalées d’un demi intervalle spectral libre.

Dans le cas limite considéré ici (cavité a trois miroirs plans), le mode est a priori
infiniment étendu perpendiculairement a la direction de propagation. En fait, on pourra
considérer que le faisceau est limité transversalement a une section de surface S, dans
laquelle 'amplitude est constante. Ce modeéle du « faisceau quasi-cylindriqgue » revient &
négliger la diffraction, et il n’a donc un sens que si

)\2
_Lzav <S8 (415)
S
Oou encore
S
Lo < 5 (4.16)

On reconnait dans S/\ (A = 27c/w) la longueur de Rayleigh, c’est-a-dire la distance
au-dela de laquelle la diffraction n’est plus négligeable (cf. Complément 3.2).

Pour le modeéle du faisceau quasi-cylindrique, la condition de normalisation (4.5)
conduit a une expression de volume V,,

V;:av - Lcav S (417)

Remarques

(i) Le vecteur de Poynting moyen associé & un mode quasi-cylindrique vaut
I, =20 c A} (4.18)
En utilisant (4.7) et (4.17), on obtient la relation

V::av Lcav
HPT = Hp S

(4.19)

LCe déphasage de nature topologique est analogue & la « phase de Berry ».
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M2 &

vy

L cav

M;

FI1G. 4.2: Si la section S du faisceau circulant dans la cavité est supérieure a ALc,y, on peut
négliger la diffraction, et considérer un mode quasi-cylindrique, de volume V ., = S Lcay-

qui relie simplement I’énergie U, dans le mode a la puissance II,,S circulant dans la cavité
et au temps de rebouclage Lcay/c.

(ii) Dans les cas plus réalistes (voir par exemple au Complément 3.2), les modes laser restent
des solutions dans lesquelles un faisceau étroit circule dans la cavité et, aprés réflexion sur
les miroirs, est rebouclé sur lui-méme au bout de L¢,y. On peut généralement définir, &
une constante multiplicative prés de I'ordre de 1, une surface transverse Sc.y, et le volume
de cavité est encore définie par (4.17). Dans ce cas, la relation d’orthonormalisation (4.5)
montre que |u,(r)| est de 'ordre de 1 a l'intérieur du volume du mode.

4.1.3 Cavité avec pertes

Dans une cavité réelle, il y a toujours des pertes, dues aux imperfections de la cavité
(miroirs imparfaits, absorption par les milieux traversés, pertes par diffraction...). De plus,
dans un laser, I'un des miroirs est choisi partiellement transparent afin de disposer d’un
faisceau laser utilisable. Le champ dans la cavité est donc amorti, et ’amplitude du mode
p décroit.

Le probléeme général des cavités avec pertes est tres délicat, mais il se simplifie consi-
dérablement si les pertes sont linéaires et suffisamment faibles pour que I’énergie stockée
dans la cavité décroisse lentement a 1’échelle de temps Lc,,/c. On peut alors, a un excel-
lent degré d’approximation, représenter le champ par un développement sur des modes
généralisés

E(r.t) =3 A (t)eir e rty, (x) (4.20)

Pour des pertes linéaires, ’énergie perdue par unité de temps est proportionnelle a
I’énergie stockée dans la cavité, et ’amplitude de chaque mode décroit exponentiellement

Jcav t

Ap(t) = Ap(0)e™2

(4.21)
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(La constante de décroissance en énergie .., peut éventuellement dépendre du mode p,
mais nous omettons une telle dépendance pour simplifier les notations).

Evaluons la constante d’amortissement Yeay @ssociée a un coupleur de sortie ne réflé-
chissant que la fraction 1 —7T de la puissance incidente. On suppose T petit devant 1. Pour
un mode quasi cylindrique de vecteur de Poynting II, et de section S, I'énergie perdue
par unité de temps vaut

du,

En utilisant les formules (4.18) et (4.19), dans lesquelles 'amplitude A, et donc Iéner-
gie U, peuvent maintenant dépendre du temps, on trouve

av, ¢

At Lew

TU, (4.23)

En remarquant que ¢/ L, est le temps de rebouclage, cette relation s’interpréte évi-
demment comme une perte par tour

6U)1 tour = —TU, (4.24)

Si les pertes sont dues uniquement au coupleur de sortie, la formule (4.23) donne

C
Lcav

Yeay = T (4.25)

On peut de facon analogue caractériser les pertes dues a I’absorption, la diffusion, la
diffraction, par un coefficient global de pertes par tour a. La constante d’amortissement
s’écrit alors

c
Veay = L—(T + ) (4.26)
et elle caractérise les pertes par la relation
dAp Veav
— = — A 4.27
{ dt }pertes 2 P ( )

que nous utiliserons dans la suite.

Nous retrouvons alors ici la relation déja introduite au chapitre 3, permettant de relier
la puissance de sortie ®g au nombre de photons N, stockés dans un mode de la cavite.
En utilisant (4.19) et (4.22), on trouve

Og = TIIS = TLLUP = TLLﬁwp/\/p (4.28)

Cette relation permet d’estimer aisément le nombre N, a partir des quantités T, Leay, wp
et &g faciles & connaitre pour un laser donné.
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Remarques

(i) Pour une cavité avec pertes, les modes sont donc amortis et évoluent suivant la loi

VYecav

Ep(t) =E(0)e 2 eTirt, (4.29)

La transformée de Fourier de (4.29) donne non pas un pic de Dirac centré en w,, mais une
Lorentzienne de demi-largeur a mi-hauteur 7cayv/2, centrée en w,. Nous constatons que I’hy-
pothése suivant laquelle les pertes relatives par tour sont faibles (devant 1) correspond & une
situation ou l'élargissement d’un mode reste petit devant l'intervalle 27¢/Leay entre deux
modes longitudinaux voisins.

(ii) Dans le cas ou les pertes par tour ne sont pas petites devant 1, on peut souvent géné-
raliser les calculs ci-dessus, mais cette généralisation dépend du phénomeéne considéré. Par
exemple, si on a un coupleur de sortie dont la transmission T n’est pas trés petite devant
1, 'intensité évolue en marches d’escalier dont les hauteurs décroissent exponentiellement,
avec une constante de temps

c 1
cav — —1 I m 4.
Teav = T Og(l—T) (4.30)

On retrouve bien (4.25) a la limite 7" — 0.

(iii) La condition de faibles pertes par tour entraine que ’amplitude de chaque mode varie
lentement & ’échelle du temps de rebouclage L,y /c. Cela n’est absolument pas incompatible
avec la possibilité de champs variant trés vite a cette échelle, & condition de combiner
plusieurs modes. C’est ainsi par exemple (cf. §3.4.1) qu’il est possible d’ajouter N modes
lasers synchronisés, pour obtenir des impulsions de durée Lcay/cN.

4.1.4 Conclusion

La décomposition du champ sur les modes de la cavité permet une simplification
considérable. Au lieu d’'un champ vectoriel E(r,t) obéissant a des équations aux dérivées
partielles (équations de Maxwell ou de propagation), avec des conditions aux limites
(miroirs avec pertes), on a maintenant une suite de nombres complexes { A, €’} obéissant
a une simple équation différentielle (4.27).

L’utilité de cette description du champ dans la cavité est d’autant plus grande que
dans un laser en fonctionnement (avec un amplificateur), seul un petit nombre de modes
sont effectivement excités, et il est généralement facile de deviner lesquels, sur la base
d’arguments physiques. La description est alors particulierement simple. C’est celle que
nous adopterons par la suite.
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4.2 Equations d’évolution du champ (régime quasi-
stationnaire pour les atomes)

4.2.1 Laser monomode
2.1.1 Terme de gain

Nous ajoutons maintenant dans la cavité laser un milieu amplificateur de longueur
L 4, pour lequel le coefficient d’amplification de l'intensité par passage vaut (cf. Chapitre
2, partie 5)

I(La)

T0) - edka (4.31)

Le gain par passage est généralement petit devant 1, et nous écrirons donc, pour un
passage dans 'amplificateur, c’est-a-dire a chaque tour
ol o€
{— == gL (4.32)

=2
I}ltour ‘

Rappelons que ’établissement de la relation (4.31) suppose un régime stationnaire, ot
les atomes ont le temps d’atteindre un régime d’équilibre avec le champ dont I’amplitude
n’évolue quasiment pas.

Nous considérons ici un laser fonctionnant sur un seul mode p, et nous supposons en
fait que son amplitude A, (t) varie lentement a ’échelle du temps de réponse des atomes,
qui atteignent donc un régime quasi-stationnaire. Alors, la relation 4.2.2 reste valable, et
comme au paragraphe 4.1.3, nous pouvons introduire un terme d’évolution

dAp} _gLa ¢
gain

A1) (4.33)

dt 2 Lege P

On peut se demander si le passage de 1’équation (4.32) (relative au module du champ élec-
trique) a Péquation (4.33) (relative a Pamplitude complexe) est légitime, dans la mesure ou
I’amplificateur provoque un déphasage lié a la partie réelle de la susceptibilité. Dans le régime
quasi-stationnaire, il n’y a en fait pas de probléme & condition de prendre en compte l'indice de
réfraction du milieu amplificateur dans ’expression (4.12) de la longueur optique de la caviteé.

Le modeéle particulier d’amplificateur laser vu au chapitre 2 nous a permis de déter-
miner explicitement le gain par unité de longueur g. Nous admettons que les résultats du
§ 2.5 restent valables, et en particulier que le gain & une fréquence w donnée peut s’écrire
90 9o _ Yo
T e (434)
]Sat

Isat

9
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Dans cette expression, I est l'intensité de saturation & la fréquence w. Le gain non
saturé gg a la fréquence w s’exprime en fonction de I'inversion de population non saturée
par unité de volume AN,/Vy (cf. équation 2.5.25)

ANy
Va

go = 0O (435)

Rappelons que la section efficace o varie de fagon Lorentzienne autour de la fréquence
de résonance wy

o (wo)
o(w) = w0\ 2
b
1+ ( I2/2 )
Les parameétres o(wp) (qui a les dimensions d’une surface) et I'y sont des données empi-
riques qui caractérisent la transition laser considérée.

(4.36)

Le parameétre de saturation s suit une dépendance Lorentzienne analogue

I 1
@ T () (437

et lintensité de saturation a résonance Iy, (wp) (qui s’exprime généralement en W /m?)
est également un parameétre empirique déterminé de facon expérimentale.

En résumé, une transition laser est caractérisée par quatre parametres atomiques : la
fréquence de résonance wy, la largeur de raie I'y, la section efficace résonnante o(wy), et
I'intensité de saturation a résonance o(wp). Quant a I'inversion de population non saturée
ANy, elle dépend du mécanisme d’excitation de la raie laser, et elle croit évidemment avec
« l'intensité » de cette excitation.

Remarques

(i) Tres souvent, on donne la section efficace et l'intensité de saturation sans préciser « a
résonance ». Il est alors sous-entendu qu'il s’agit des valeurs & résonance o(wg) et Isat(wo)-

(ii) Comme le montre le tableau 1 du paragraphe 3.5.1, la largeur de raie I'y est souvent
trés grande comparée a 'intervalle entre modes. Dans ce cas, le (ou les) mode laser actif est
proche de wy, et on peut utiliser des développements limités des facteurs Lorentziens.

2.1.2 Equation d’évolution : amplitude, intensité

En combinant le terme de pertes de la cavité (4.27), et le terme de gain (4.33), on
obtient, compte tenu de (4.34), ’équation d’évolution de 'amplitude du mode p

goLa ¢ 1
2| A,
+ Isat

dAp _ _'Ycav A

dt 2 °7 2 Leay

A, (4.38)
1
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Il est traditionnel et commode d’introduire le parameétre sans dimension
goLac 1

r =
l;cav FYcav

(4.39)

qui est le rapport entre le gain non saturé et les pertes. Nous 'appellerons taux d’excitation
réduit, ou tauz de pompage réduit. Pour des pertes de la forme (4.26), ce paramétre s’écrit

goLa
= 4.40
T+« ( )
L’équation d’évolution de 'amplitude du mode laser s’écrit alors
dAp Yeav Yecav r
dt -— 2 J4p %_ 2 J4p 1 %_ Zhéglz (4.4¥1)

Isat

Les coefficients de I'équation (4.41) étant réels, on peut éliminer la phase ¢, du mode, et
obtenir une équation équivalente ne portant que sur le module A, de 'amplitude, ou de
facon équivalente sur l'intensité I, :

r

dA Yeav Veav
T e (4.42)
[sat
al, r
- - cav[ cav] 4.4
dt Yeavlp + Pl (4.43)

]Sat

Notons que ces équations différentielles ne sont pas & coefficient constant, & cause du
terme de saturation. Ceci est a l'origine du comportement non linéaire des lasers.

4.2.2 Laser multimode

Si plusieurs modes laser sont simultanément actifs, on peut se demander comment
généraliser I’équation (4.34) en ce qui concerne le terme de saturation s. Plus précisément,
Iintensité I figurant dans 'expression (4.37) est-elle la somme 3", I, des intensités de tous
les modes actifs, ou n’est-elle que 'intensité [, du mode considéré (dans ce dernier cas,
les équations (4.42) et (4.43) restent valables sans changement).

La réponse dépend de la nature — homogéne ou inhomogéne — du mécanisme d’élar-
gissement de la courbe de gain (voir le paragraphe 3.3.1 du chapitre 3). Lorsque ’élar-
gissement est homogéne, tous les atomes sont sensibles & I'intensité, quelle que soit sa
fréquence, et le terme de saturation du mode p s’écrit

1
s(wy) = Lrp (4.44)
]sat
Au contraire, dans le cas inhomogéne, chaque mode p interagit avec un ensemble d’atomes
particuliers résonnants avec ce mode seulement, et on écrit alors

P (4.45)

S(LUI7) - ‘[ ¢
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En pratique, on constate que beaucoup de milieux laser ont un comportement inter-
médiaire, ni homogéne pur, ni inhomogeéne pur. Pour modéliser un tel comportement de
facon phénoménologique, nous effectuons un développement limité du terme de saturation
de I’équation (4.42), et nous obtenons, dans le cas homogéne

dAy  Yeay
a2

cav 2T
(r = 1A, = 22 (3 [)A, (4.46)
sat q

Au contraire, dans le cas inhomogéne, on écrira

dAp o Veav

Yeav 2T

2 Isat

La modélisation phénoménologique consiste alors a écrire pour chaque mode

dA cav
=1~ 1) A, = 3 Byl, Ay (4.48)
q

et a prendre les coefficients B,, comme des données empiriques. Les coefficients diagonaux
B, caractérisent I’ autosaturation, tandis que les coefficients non-diagonaux B,, avec p # ¢
caractérisent les effets de saturation croisée entre modes. Dans les milieux & élargissement
homogene pur, les coefficients B,, sont de l'ordre de grandeur indiqué par ’équation
(4.46), tandis que pour un élargissement inhomogene, les termes non diagonaux sont nuls.
On a en fait souvent des valeurs intermédiaires.

Finalement, nous utiliserons I’équation (4.48), ou encore, en multipliant par A

dI,

% = ’7cav<7ﬂ - 1)Ip - Z 2qu]qlp (449>
q

Remarque

Rappelons que tout le traitement de ce chapitre est soumis & I’hypothése de variation lente
de lintensité lumineuse. Cette hypothése est, a priori, beaucoup plus difficile & satisfaire
dans le cas multimode que dans le cas monomode. En effet, pour deux modes stationnaires,
Pintensité est modulée a la fréquence de battement qui vaut ¢/ L¢,, dans le cas de deux modes
longitudinaux adjacents). Il faut alors, a priori, utiliser le formalisme du chapitre 5 pour
traiter le probléme. On pourra néanmoins continuer a utiliser le formalisme de ce paragraphe
lorsque le temps de réponse du milieu amplificateur est long devant la période Leay/c des
battements. Le terme de saturation est alors proportionnel & la moyenne temporelle de
I'intensité totale, c’est-a-dire a la somme des intensités.

4.3 Laser monomode

4.3.1 Solutions stationnaires

Supposons qu'un seul mode soit susceptible de donner lieu a l'effet laser, par exemple
parce que ’écart entre modes successifs est plus grand que la largeur de la courbe de gain
ou parce que la cavité comporte un élément sélectif en fréquence qui inhibe les autres
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modes. L’amplitude complexe du champ dans le mode p obéit a l'équation (4.41), que
nous pouvons écrire en omettant l'indice p

dA

Veav Yeav 1
T T ATy T

[sat

A (4.50)

Les constantes veay, 7, €t I, étant réelles, le module A de amplitude obéit a 1’équation

dA VYeav Yeav 1
8 Jeavy
dt o ATy L

Isat

(4.51)

En régime stationnaire, A est constant. Il est solution de 1’équation du 3° degré

ooal(1+25) ] as

La solution triviale
A=0 (4.53)
correspond au cas ot le laser n’émet aucune lumiére.

Il existe par ailleurs une solution non nulle

A= [S;tm (4.54)
a condition que
r>1 (4.55)
c’est-a-dire
goLa>a+T (4.56)

On retrouve la condition de seuil (3.1.4) : 'oscillation laser ne se produit que si le gain
non-saturé est supérieur aur pertes.

4.3.2 Intensité et gain stationnaires

L’équation pour l'intensité équivalente a (4.51)

dl

>, _’YcavI + TYecav

1
= —F1 4.57
dt I ( )

1+

[sat

a évidemment comme solution stationnaire non triviale

I=(r—1)Iu (4.58)
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@
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v

F1G. 4.3: Intensité laser I, et gain du milieu laser g, en fonction du taux d’excitation réduit r.
La valeur r = 1 correspond au seuil laser.

(ce qui est la méme solution que (4.54)). L’intensité du mode laser croit linéairement avec
le taux de pompage réduit r. La figure 4.3a représente ce comportement caractéristique :
existence d'un seuil (r = 1) puis croissance affine de U'intensité circulant dans la caviteé.

Le gain a lui aussi un comportement caractéristique en fonction du taux d’excitation
réduit r. En dessous du seuil, il est égal au gain non saturé, c’est-a-dire d’apres la formule
(4.41)

’Vcav Lcav
r

g= L, =7 gseut pour 1 <1 (4.59)

On a introduit le gain au seuil

’YcavLcav o T+«
CLA N LA

(4.60)

Gseuil =
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Deés que le laser a atteint un régime stationnaire, au-dessus du seuil, on a
go T Jseuil

1+ L [sat

léat

= Jsenil POUr T Z 1 (461)

OJstatio =

La figure 4.3b montre ce comportement. Au-dessus du seuil laser, a cause de la satura-
tion, le gain est limité & la valeur seuil, qui permet de compenser exactement les pertes
(Equation 4.60). En régime stationnaire, le gain est égal aux pertes.

It T+a =01

0,2

0,3

| »
T

0 0,1 0,2 03 OolLA

FIG. 4.4: Intensité dans la cavité laser en fonction du gain non-saturé pour diverses valeurs des
pertes T' + «. Lorsque les pertes diminuent, le seuil est abaissé, et la pente augmente : le laser
fonctionne plus facilement. Le comportement est identique si on porte en abscisse le taux de
pompage Ay, — A, ou, plus généralement, le taux d’excitation.

Un laser est un systéme non linéaire, et I'influence des divers parameétres n’est pas
toujours évidente. Il est intéressant d’examiner la variation de l'intensité du mode, en
fonction du gain non-saturé goL 4, pour plusieurs valeurs des pertes 7'+ « de la cavité.
En utilisant (4.38), (4.58) donne immeédiatement

goLa
=1, 1 4.62
’ <T + « ) ( )

Cette relation trés simple, représentée sur la figure 4.4 pour plusieurs valeurs de T + «
montre qu'un laser fonctionne d’autant plus facilement que les pertes sont plus faibles :
d’une part le seuil est abaissé, et d’autre part la pente de la droite augmente. De ce point
de vue, il est donc souhaitable de diminuer aussi bien les pertes «, que le coefficient de
transmission 7" du coupleur de sortie.

Il ne faut pas en déduire hativement que I'on doit prendre T" aussi faible que possible.
Si en effet on s’intéresse a 'intensité I délivrée par le laser, elle varie suivant la loi

T
at T _|_ o
La figure 4.5 montre I'intensité de sortie en fonction du gain non-saturé, pour différents
coefficients de couplage T', les autres pertes « restant inchangées. Il est clair que pour un
taux de pompage donné (goL4 fixé) il existe un couplage de sortie optimal, qui maximise
la puissance de sortie.

Isortie = [S [gOLA — (T + CY)] (463)



22 CHAPITRE 4. LASER EN REGIME STATIONNAIRE : LASER CONTINU

| sortie

alsat"

-

01 02 03 gL A

FI1G. 4.5: Intensité en sortie du laser, en fonction du gain non-saturé, pour plusieurs valeurs du
coefficient de couplage T, les autres pertes o restant inchangées (on a pris ici a = 5 x 1072),

4.3.3 Stabilité des solutions stationnaires
En dessous du seuil, la solution stationnaire est unique : 'intensité est nulle, et le laser

ne démarre pas. En revanche, au-dessus du seuil, il y a deux solutions possibles

I'=0 (4.64)
I" = Loy(r — 1) (4.65)

Nous allons étudier la stabilité de ces solutions, c’est-a-dire la facon dont le systéme évolue
lorsqu’on ’écarte 1égérement de sa situation d’équilibre.

Prenons d’abord la solution I”, et considérons une intensité
[=1"+i (4.66)

ol ¢ est un infiniment petit. En reportant dans ’équation d’évolution (4.57), on peut faire
un développement limité en i. Le terme d’ordre 0 est automatiquement nul, car I” est une
solution stationnaire. Le terme d’ordre 1 donne

di |

% = i%av {d;d[ (—I+T1 +I T )J (467)
I=1"

Isat

En utilisant la valeur (4.65) de I”, on obtient facilement, au premier ordre en i

di r—1

— = —Veav—1 4.68

dt Vea , ( )
Le coefficient du terme en i est négatif puisque nous sommes au-dessus du seuil (r > 1).
Si, par suite d’une fluctuation momentanée, i est différent de 0, I’équation d’évolution le
rameéne a 0 : la solution I” est stable.
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Au contraire, au voisinage de I’; la linéarisation de I’équation d’évolution donne

di |4 L)
%:Z’Ycav [E _[+Tﬁ JI=I’

= Yeav(—1 +7)i

(4.69)

Au-dessus du seuil (r > 1), le coefficient du second membre est positif, et toute fluctuation
du systéme provoque son éloignement irrémédiable de la solution I’ = 0, qui est donc
instable. Le systéme va alors aller se stabiliser en I”, qui est la seule solution stable
au-dessus du seuil. La dynamique de ce démarrage sera vue au chapitre 5.

Remarques

(i) Au-dessous du seuil (r < 1), on a une seule solution, I’ = 0. On vérifie immédiatement
sur (4.69) qu’elle est stable : méme écarté de 0, le laser ne démarre pas.

(ii) On peut donner une représentation graphique de la discussion de la stabilité des solu-
tions stationnaires de 1’équation différentielle (4.57). Pour cela, on représente graphiquement
chacun des deux termes du second membre de (4.57) en changeant le signe du terme négatif.
On distingue les cas 7 < 1 et r > 1 (figure 4.6a et 4.6b). Les solutions stationnaires sont
évidemment données par l'intersection des deux courbes. Il y a une seule solution dans le
cas (a) (r < 1), et deux solutions dans le cas (b) (r > 1). La stabilité dépend des valeurs
respectives des pentes : si c’est le terme négatif (terme de pertes) dont la pente domine,
alors, la solution est stable.

gan —4 @ A (b)
pertes - - r=05 r=15
/// 74 Ill
' t t > | i t t >
0,5 1 I 0,5 1 I
| | et

FI1G. 4.6: Etude graphique des solutions stationnaires de (4.57). On reporte en fonction de

I /I, le terme de gain (courbe continue saturée :

on a indiqué la tangente a lorigine) et le

terme de pertes chargé de signe (courbe tiretée). L’intersection des deux courbes donne les
solutions stationnaires. La solution est stable si la pente de la courbe du gain est inférieure a la
pente de la courbe de pertes. On voit que I" est stable et I' est instable dans le cas (b). Dans

le cas (a), la solution I' est stable.
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4.3.4 Seuil laser et transition de phase. Brisure spontanée de
symétrie

Le démarrage du laser lorsque le gain non-saturé g, dépasse la valeur de seuil évoque
une transition de phase. Cette analogie peut étre effectivement développée. Considérons
par exemple un matériau ferromagnétique au voisinage de la température de Curie T..
Suivant la loi de Weiss, la magnétisation M est reliée & la température 71" par la loi

(T —T,)M + gT|M|*M = 0 (4.70)

ou g et ¢ sont des constantes positives. Si T > T, la seule solution est M = 0, mais si
T < T, le matériau acquiert une magnétisation M telle que

o(T.—T)

M|? =
M = ==

(4.71)

A la température critique 7., on a une transition de phase, caractérisée par I’apparition
d’une organisation spatiale de tous les moments magnétiques élémentaires. Cette organi-
sation se traduit par l'existence d’un parameétre d’ordre M non nul (figure 4.7).

@ (b)

M =0 /M

F1G. 4.7: Matériau ferromagnétique. Au-dessus de la température de Curie (a), les moments
magnétiques élémentaires ont une orientation aléatoire, et I'aimantation globale est nulle. Au-
dessous de la température de Curie (b), les moments élémentaires se couplent et donnent une
magnétisation globale M. En I’absence de champ magnétique externe, rien ne détermine a priori
la direction de I'aimantation globale M. Lorsque le systéme est refroidi en-dessous de la tempéra-
ture de Curie, il prend une aimantation suivant une direction particuliére, par brisure spontanée
de symétrie.

Il est intéressant de noter que si I’équation (4.70) détermine le module de M, elle
ne fixe en rien son orientation qui pourtant prend une valeur bien déterminée pour un
échantillon particulier. On parle alors de brisure spontanée de symétrie, phénomeéne qui
semble contredire le principe de Curie suivant lequel les solutions d’un probléme présentent
la méme symétrie que les données initiales.

Il est possible de réconcilier les points de vue en considérant que la solution de (4.70)
est en fait une wvariable aléatoire vectorielle, de module certain, déterminé par I’équation
(4.71), mais de direction aléatoire équipartie suivant toutes les directions de ’espace.
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A|m{.A }

Re{:l}

F1G. 4.8: Représentation statistique du champ laser par son amplitude complexe A (vecteur de
Fresnel) considérée comme une variable aléatoire de module fixé mais de phase équipartie sur
[0,27]. Un échantillon particulier est représenté par un point du cercle.

Un échantillon particulier doit alors étre considéré comme résultant d'un tirage dans un
ensemble statique. C’est l’ensemble statistique qui obéit au principe de Curie.

Ces considérations se transposent directement au cas du champ d’un mode laser, pour
lequel la recherche des solutions stationnaires de I’équation (4.50) fixe le module A de
I’amplitude, mais pas sa phase ¢. Pourtant, I'image classique d’un laser au-dessus du
seuil attribue un module A et une phase ¢ au mode excité : amplitude complexe A
joue le role du parameétre d’ordre. L’existence d'une phase particuliére, pour un laser
particulier, résulte alors d’une brisure spontanée de symétrie, c’est-a-dire d’un processus
qui ne respecte pas le principe de Curie.

Comme dans le cas du magnétisme, il est possible dans une certaine mesure de récon-
cilier I'existence d’une phase avec la symétrie du probleme en décrivant I'amplitude du
mode laser comme une variable aléatoire complexe de module déterminé, mais de phase
aléatoire équipartie sur 'intervalle [0,27]. Un laser dans un régime de fonctionnement
donné correspond & un échantillon particulier tiré d’un ensemble statistique (cf. Chapitre
6).

Remarques

(i) En effectuant sur la solution de I’équation (4.50) une analyse de stabilité, on trouve que
le module est rappelé vers sa valeur d’équilibre (stabilité). En revanche, quelle que soit sa
valeur ¢, la phase est dans une situation d’équilibre indifférente : si une fluctuation modifie
sa valeur, elle reste a la nouvelle valeur (cf. chapitre 6, parties 6.2 et 6.4).

(ii) On pourrait penser qu’en pratique le probléme de la violation du principe de Curie est
purement académique. Considérons par exemple la question de la transition ferromagné-
tique : on peut imaginer qu’il existe toujours un champ magnétique résiduel, aussi faible
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soit-il, qui va déterminer l'orientation de la magnétisation lors de la transition de phase.
Cette remarque est importante sur le plan pratique, mais elle ne fait pas disparaitre pour
autant le probléme théorique de la brisure spontanée de symétrie, qui apparait ici de fagon
trés simple, mais qui joue un réle important dans plusieurs domaines de la physique.

4.4 Laser multimode : compétition entre modes

Nous avons vu au paragraphe 4.2.2 que les équations d’évolution dans un laser multi-
mode dépendent de la nature, homogene ou inhomogéne, de la saturation du gain. Dans
le cas homogene, les termes de saturation croisée ne sont pas négligeables, et les équations
d’évolution (4.49) sont des équations différentielles couplées, avec un terme de couplage
non-linéaire. On peut alors avoir une grande variété de comportements. Pour présenter
diverses situations typiques, nous nous limiterons au cas de deux modes couplés. Il peut
s’agir de deux modes longitudinaux adjascents, ou de deux modes se propageant dans des
directions opposées (cavité en anneau), ou encore, de deux modes transverses.

4.4.1 Deux modes couplés : équations du probléme

Pour faciliter la discussion, nous récrirons les équations (4.49) relatives aux deux modes
(p =1 ou 2) sous la forme

dl
d—tl = (Oél — 61[1 — 912[2)[1 (472&)
dl
d—tZ = (CYQ — 52[2 — 921[1)[2 (472b)
Le terme
ap = 70av(rp - 1) (473)

caractérise la différence entre gain non saturé et pertes. Il peut dépendre du mode, par
exemple si on a des pertes ou un gain trés sélectifs en fréquence, et nous gardons donc la
possibilité que «; et as ne soient pas égaux. Quant aux termes 3 et 6, ils caractérisent
respectivement 1’autosaturation du gain, et la saturation croisée.

Nous cherchons les solutions stationnaires du systéme (4.72), données par

dl

= 4.74
i 0 (4.74a)
dl,

— =0 4.74b
7 (4.74b)

L’équation (4.74a) conduit aux solutions :

=0 (4.75a)
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ou
ar = fili — 0121 =0 (4.75Db)
L’équation (4.74b) a pour solutions :
I,=0 (4.76a)
ou
g — Paly — 0111 =0 (4.76Db)

En ignorant la solution ot les deux intensités sont nulles, nous devons donc considérer
les trois autres combinaisons des solutions (4.75a) et (4.75b) avec (4.76a) et (4.76b). Pour
mener la discussion, nous utiliserons une représentation graphique dans le plan (I3, I5).
Comme les intensités sont des nombres positifs, les solutions se situent nécessairement

dans le premier quadrant.

24
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F1G. 4.9: Représentation graphique des équations donnant les solutions stationnaires (A, B et
C') pour un laser a deux modes couplés. Dans le cas de la figure, la solution C' est instable, tandis
que A et B sont toutes les deux stables (bistabilité).

La Fig. 4.9 présente une situation possible. Les équations (4.75b) et (4.76b) y sont re-
présentées par deux droites qui sont dans le premier quadrant a condition que la condition
de seuil soit satisfaite pour chaque mode. Les trois solutions intéressantes sont alors re-
présentées par les points A ({(4.75b) et (4.76a)}), B ({(4.75a) et (4.76b)}) et C ({(4.75b)
et (4.76b)}).

Il est clair que la solution C' n’existe pas nécessairement, puisque les deux droites
peuvent ne pas se couper. Dans ce cas, que nous allons examiner en premier, seules les
solutions A ou B existent.
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4.4.2 Un seul mode actif : compétition entre modes

Nous considérons ici le cas de la Fig. 4.10, ou la solution C' n’existe pas. Alors, un seul
mode est susceptible d’étre actif a la fois : les deux solutions possibles sont A et B.

2 a

a; | A

012

az 1 I1
021 Pa

F1G. 4.10: Situation ot un seul mode a la fois peut étre actif. La solution A est stable, tandis
que la solution B (mode le moins favorisé) est instable.

Afin de savoir si ces deux solutions sont équivalentes, nous effectuons une analyse
de stabilité, qui indiquera comment évolue le systéme légérement écarté de sa situation
d’équilibre.

Ecrivons, au voisinage de la solution A

=240 (4.77a)
b1
L =i, (4.77h)

ou les termes i; et 75 sont des infiniments petits. En se limitant & un développement
d’ordre 1, les équations (4.72a) s’écrivent alors autour de A

diy . aq . aq .

— =yl — 201—i; — O1o—1 4.78a
0l 121 I3} 3, 1 1251 2 ( )
di aq .

_d; = (g — 021ﬁ—1)22 (4.78b)

On peut récrire ce systéme sous forme matricielle

d H = [M] H (4.79a)

512
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avec

—Qq —912%
[M] = (4.79b)

_ [e5R
0 (&%) 921 8

On a maintenant un systéme d’équations différentielles linéaires, dont les solutions sont
des exponentielles du temps :

rl} = [Ne™ + [p)e™ (4.80)

(—ar —7)(g —b1— —1) = (4.81)
B
Elles sont évidemment réelles, et valent
r = —Qq (482&)
Ty = Qg — 921ﬂ (4.82b)
b

La solution A n’est stable que si les deux constantes 1y et r, sont négatives. Dans ce
cas, tout écart accidentel de 1’équilibre va aboutir & un transitoire amorti. Comme 7 est
négatif, nous voyons que A est stable si

Qp < 921% (4.83)
1

c’est-a-dire si le point A est plus éloigné de I'origine que le point B’.

L’analyse ci-dessus peut étre refaite sans difficulté pour la solution B, ou la linéarisa-
tion conduit a une matrice

) o1 =0z 0]
[M)] { iz o J (4.84)

Les valeurs propres ne seront toutes les deux négatives que si

a < B2 (4.85)
0o

c’est-a-dire si le point B est plus éloigné de 'origine que le point A’.

Comme nous nous somme placés dans le cas ou les deux droites AA" et BB’ ne se
coupent pas dans le premier quadrant, les deux conditions (4.83) et (4.85) sont incompa-
tibles. Parmi les deux solutions A et B, il en existera toujours une stable et une instable,
la solution stable étant celle associée a la droite la plus éloignée de l'origine. Dans le cas
de la figure 4.10, la solution stable est donc le point A, alors que B est instable.
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gA

FI1G. 4.11: Compétition entre modes. A priori, il y a quatre modes susceptibles de laser, pour
lesquels le gain non saturé gg est supérieur au gain seuil gg. Lorsque les termes de saturation
croisés sont suffisamment forts, seul le mode le plus favorisé lase effectivement. Si par suite d’une
dilatation de la cavité le peigne des modes glisse vers la gauche, le mode p s’éteindra et le mode
p+ 1 s’allumera dés que le mode p+ 1 sera plus prés que le mode p du sommet wy; de la courbe
de gain.

En pratique, le laser fonctionnera sur sa solution stable, c’est-a-dire que seul sera actif
le mode le plus favorisé : il s’agit de celui pour lequel le terme « des équations (?77?), qui
représente la différence entre gain non-saturé et pertes, est le plus grand (figure 4.11).

Le processus que nous avons décrit ici est le processus de compétition entre modes, qui
aboutit & voir le mode le plus favorisé complétement éliminer les modes moins favorisés.
Cette situation se présente dans les lasers ot le terme de saturation croisée est grand. C’est
en particulier le cas lorsque 1’élargissement de la courbe de gain est de type homogéne
(cf. courbe 3.2 du paragraphe 3.3). La compétition entre modes s’observe dans les lasers
a solide (Nd : YAG ou T : saphir) ou il peut suffire de légérement favoriser un mode
pour que le laser devienne monomode.

4.4.3 Un seul mode actif : bistabilité

Considérons maintenant la situation de la figure 4.9, ot les deux droites AA’ et BB’ se
coupent dans le premier quadrant, et les points A et B sont respectivement plus éloignés
de l'origine que B’ et A’. Ici, les trois solutions A, B et C existent. De plus, en vertu de
I’analyse de stabilité effectuée au paragraphe 4.4.2, les solutions A et B sont toutes les
deux stables.

Pour faire I'analyse de stabilité de la solution C', nous considérons des fluctuations des
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intensités au voisinage de C'
I = 5Le+4 (4.86a)
Ir =150 + 19 (4.86b)

Le développement des équations (4.75b) et (4.76b) au premier ordre donne un systéme
d’équations différentielles linéarisées de la forme (4.79a) avec

—61Lic —b0121hc
(M] = (4.87)
—0a1 Lo =2l

L’équation caractéristique correspondante s’écrit
r? + (Bilic + Boloc)r 4 (6182 — 0102) [icloe = 0 (4.88)

Or, dans le cas de la figure 4.9, nous avons

a (%)

ALRNC] 4.89a

5 (4.89%)
et

(0] (%)

Qo 4.89b

Ba — O1o ( )
d’ou on déduit

P12 < b12 09 (4.90)

Ce régime correspond & un couplage fort entre les deux modes, puisque les termes
de saturation croisée sont supérieurs aux termes d’autosaturation. A cause de (4.90), les
racines de I’équation (4.88) sont réelles et de signes opposés. La racine positive va donner
une exponentielle croissant avec le temps : la solution C' est donc instable.

Le systéme évoluera toujours vers I'une des deux solutions stables A ou B, dans les-
quelles un seul mode est actif. Ici encore, la compétition entre modes aboutit & une solution
ol un seul mode lase, alors qu’a priori les conditions de seuil permettaient aux deux modes
d’étre actif.

La situation est pourtant trés différente de celle du paragraphe 4.4.2 ol une seule
solution était stable. Ici, pour un jeu de parametres (o, 01, 612, g, B2,621), il y a deux
solutions stables. On dit qu’on a un systéme bistable. Dans une telle situation, la solution
effectivement choisie par le systéme dépend des conditions initiales, et plus généralement
de son histoire passée (hystérésis). Il est en effet facile de voir, en cherchant les vecteurs
propres de [M], que I'on peut effectuer une partition du plan (I;[3) par une droite passant
par C et telle que chaque demi-plan décrit des conditions initiales évoluant respectivement
soit vers A, soit vers B. Une fois que le systéme «a choisi» 1'une des solutions, il y reste
de fagon robuste, peu sensible aux perturbations dues a des modifications accidentelles
ou voulues des paramétres.
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Un comportement de ce type s’observe lorsqu’on constate qu’un laser monomode, qui
a démarré sur le mode le plus favorisé (le plus prés du sommet de la courbe de gain), reste
sur ce mode alors que, par suite d’'une modification de la longueur de cavité, ce mode
s’éloigne suffisamment du sommet de la courbe de gain pour ne plus étre le plus favorisé.

Ce comportement, différent de celui décrit dans la légende de la figure 4.11, est présenté
sur la figure 4.12.

gA

Gof - - - m T

-— @2 - - -

0 w, P p+lw, P+2  Pp+3 W ®

FI1G. 4.12: Comme pour la figure 4.11, a cause de la compétition entre modes, un seul mode lase
a la fois, mais il ne s’agit pas nécessairement du mode le plus favorisé : cela dépend en fait de
Phistoire antérieure, et un mode allumé le reste tant que son gain non saturé est supérieur aux
pertes. Ici, si le peigne des modes glisse vers la gauche, le mode p s’éteindra lorsque w), atteindra
w4. Le mode qui s’allumera alors sera le plus proche du sommet wy; de la courbe de gain.

Au-dela de la compréhension du fonctionnement des lasers, les régimes bistables sont
d’un trés grand intérét en vue du traitement optique de 'information. Le stockage et le
traitement de I'information digitale, codée sous forme binaire, repose en effet sur des effets
de bistabilité, qui donnent une bonne immunité au bruit.

4.4.4 Deux modes simultanément actifs : fonctionnement mul-
timode

Considérons maintenant le cas de la figure 4.13 ou les deux droites AA" et BB’ se
coupent dans le premier quadrant, mais ot les solutions A et B sont respectivement plus
pres de lorigine que les points B et A’.

Ici, les deux solutions A et B sont instables, tandis que C' est stable : quelle que
soit la situation de départ, le systéme évoluera vers la situation ou les deux modes sont
simultanément actifs, avec des intensités stationnaires I1¢- et Ioc données par les équations
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F1G. 4.13: Situation ou les deux modes sont actifs simultanément, avec des intensités station-
naires I1c et Iro. Les solutions A et B sont instables, et C est stable.

(4.75b) et (4.76b). On a un fonctionnement multimode.

La situation de la figure 4.13 est caractérisée par la condition

012021 < 3152 (4.91)

qui est la condition opposée & (4.90). On est dans un régime de couplage faible puisque
les termes de saturation croisée sont inférieurs aux termes d’autosaturation. La situation
extréme est celle ol les termes de saturation croisée sont nuls : les modes sont alors
indépendants. C’est la situation associée & un élargissement inhomogeéne de la courbe de
gain, et présentée sur la figure 3.1 du chapitre 3.

Remarque

b s s s

toujours réelles et négatives : le retour vers la solution stable C' est amorti non-oscillant.

4.4.5 Importance de ces phénomeénes

Les phénomeénes que nous venons de voir ont une trés grande importance pratique, pour
maitriser le fonctionnement des lasers. Il est trés difficile de rendre un laser monomode si
on ne sait pas identifier la situation en terme de bistabilité ou de compétition entre modes.
Ce type d’analyse s’applique non seulement aux modes ayant des fréquences différentes,
mais aussi pour des polarisations différentes, ou des sens de propagation différents dans
une cavité en anneau.

Mais ces phénomeénes ont une portée allant bien au-dela de la physique du laser. Nous
avons vu en effet qu’un simple jeu de deux équations différentielles couplées, avec un terme
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de couplage non-linéaire, conduit & une riche variété de comportements. Il s’agit 1la d’un
exemple simple du fait que la physique du laser est un domaine privilégié d’étude des
phénomeénes non-linéaires, aussi bien théorique qu’expérimentale. Les équations étudiées
ici peuvent en fait s’appliquer & des nombreuses situations. Par exemple, la compéti-
tion entre des espéces différentes, dans une niche écologique donnée, se traduit par des
comportements analogues. Un des intéréts de la physique du laser est de permettre I'in-
vestigation des diverses solutions possibles avec un systéme de taille réduite, et des temps
de réponse trés brefs. Les expériences de physique des lasers ont effectivement apporté
des contributions importantes a la physique non-linéaire, et plus généralement a la science
des comportements non-linéaires.



Chapitre 5

Dynamique des lasers.
Lasers en impulsion

Dans la partie 5 du chapitre 3, nous avons expliqué que la spécificité de la lumiére
laser tient au fait que ’énergie est concentrée dans une cellule élémentaire de ’espace des
phases. C’est ce qui permet de concentrer la lumiére laser, suivant la variable de son choix.
Ainsi, on peut focaliser un pinceau laser sur une dimension transversale Az de 'ordre de
la longueur d’ordre \; mais si on accepte de dilater le faisceau laser, on peut au contraire
le collimater, c’est-a-dire concentrer le flux dans un angle A0 = A\/Az. On peut ainsi
choisir de concentrer le faisceau laser suivant 'une ou 'autre des variables conjuguées :
dimension transversale, divergence angulaire. Ce raisonnement s’applique suivant deux
dimensions transversales, et il concerne donc deux couples de variables conjuguées.

Il existe un troisiéme couple de variables conjuguées : la fréquence et le temps. On
peut chercher & rendre un laser aussi monochromatique que possible, concentrant ainsi
I'énergie sur une bande spectrale Aw tres étroite (voir le paragraphe 3.3.3). Mais on peut
au contraire chercher & délivrer I’énergie lumineuse en un temps aussi bref que possible, ce
qui conduit a une puissance créte trés élevée, méme avec des énergies modérées. Il existe
aujourd’hui des lasers capables de délivrer plusieurs kilojoules en quelques picosecondes,
soit une puissance créte de 10'° watts, c’est-a-dire ’équivalent de 10° tranches de centrales
nucléaires. Des lasers « Mégajoules » sont en construction, aux Etats-Unis, et en France.
Ils permettront ’étude en laboratoire de milieux thermonucléaires. Mais de simples lasers
émettant un milliJoule en 10712 s, 4 la portée de petits laboratoires, permettent d’atteindre
des régimes relativistes dans 'interaction lumiére matiére.

En fait, les lasers en impulsions bréves ne servent pas qu’a atteindre des puissances éle-
vées. Les impulsions lumineuses ultrabréves, qui peuvent étre aussi courtes que quelques
femtosecondes (1071 s), constituent aujourd’hui Poutil le plus précis pour étudier les
phénomeénes ultra-rapides, en particulier les phénomeénes chimiques ou biochimiques élé-
mentaires, ou les phénomeénes électroniques dans les solides.

Ce chapitre se propose d’introduire les notions de base qui permettent de comprendre

35
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la dynamique des lasers, et en particulier les comportements conduisant & 1’émission d’im-
pulsions bréves. Par opposition au chapitre précédent, ot on s’intéressait a des régimes
stationnaires, nous décrirons ici des situations ou le champ a 'intérieur de la cavité laser,
et le milieu amplificateur, n’ont pas encore atteint d’état stationnaire. Nous verrons égale-
ment des cas ol il n’y a pas de régime stationnaire. Pour comprendre ces comportements,
il nous faudra d’abord généraliser les équations du laser utilisées au chapitre précédent.

5.1 Equations d’évolution couplées du champ et des
atomes

5.1.1 Les équations semi-classiques du laser

Pour écrire I’équation d’amplification du champ (4.4.33), nous avons utilisé le modeéle
d’amplificateur du chapitre 2 dans lequel on suppose que le milieu amplificateur a atteint
un état stationnaire en présence d’un champ d’amplitude constante. La dynamique du
mode laser est alors complétement décrite par ’évolution d’une seule variable, 'amplitude
A, du champ dans ce mode. On peut se demander comment généraliser le traitement dans
le cas ou le champ n’évolue pas lentement & 1’échelle des constantes de temps atomiques.

Dans cette situation, le laser sera décrit comme un systéme mettant en jeu deux
sous-systemes couplés : le champ électromagnétique d’une part, le milieu atomique ampli-
ficateur d’autre part. La description du milieu atomique nécessite en fait deux variables :
d’une part l'inversion de population par unité de volume et d’autre part la polarisation
diélectrique P, c’est-a-dire le dipole atomique induit par unité de volume (cf.§ 4.3.a du cha-
pitre 2). Ces deux variables atomiques locales sont couplées entre elles par I'intermédiaire
du champ électrique local, et leur évolution est décrite par deux équations différentielles
du temps comportant un terme de couplage®.

Dans une cavité laser, le champ électrique évolue sous l'effet de son couplage avec la
polarisation diélectrique, qui intervient dans les équations de Maxwell (%—IZ est un courant
qui doit étre pris en compte au deuxiéme membre de (2.2.1.d), et qui joue le role d’'un
terme source dans l’équation de propagation). Cette évolution est donc décrite par une
équation aux dérivées partielles du temps et de I’espace.

En définitive, les équations les plus générales du laser sont constituées des trois équa-
tions différentielles, dont certaines aux dérivées partielles, décrivant 1’évolution couplée
localement du champ électrique, de la polarisation diélectrique, et de 'inversion de po-
pulation. Ces équations locales doivent étre complétées par les conditions aux limites
imposées au champ par la cavité laser.

1Ces équations découlent directement des équations de Bloch optique qui décrivent I’évolution couplée
des éléments diagonaux et non-diagonaux de la matrice densité atomique (Complément 2.2, Equations
(3.14) et (3.15)).
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Ces trois équations différentielles correspondent a la description semi-classique du
laser : les atomes y sont traités quantiquement mais le champ électromagnétique est une
grandeur classique. Il se trouve que ce modeéle est extrémement fructueux, et permet de
comprendre de nombreuses caractéristiques du comportement des lasers. Notons quand
méme qu’il faut introduire de fagon heuristique I’émission spontanée.

En fait, telles que nous les avons présentées, ces équations sont beaucoup trop géné-
rales pour pouvoir étre résolues. On effectue donc une premiére simplification consistant a
introduire les modes de la cavité (cf. Chapitre 4, partie 1.1), ce qui va permettre d’éviter le
probléme des équations aux dérivées partielles couplées. En effet, de méme qu’on a défini
I'amplitude complexe A, du mode p (Equation 4.4.3) on pourra définir une amplitude de
polarisation P, moyennée sur le mode, ainsi que l'inversion de population correspondante
AN, = [[f &®r|u,(r)]*[ny(r) — nu(r)]. On obtient ainsi des équations différentielles ordi-
naires du temps, qui relient trois nombres (deux complexes, et un réel) : Pamplitude du
champ électrique A, (t), 'amplitude de la polarisation diélectrique P,(t), et I'inversion de
population couplée au mode AN, (t).

Le probléme se simplifie encore car seule la composante de la polarisation diélectrique
en quadrature avec le champ électrique est couplée aux autres variables. Nous pouvons
alors choisir l'origine du temps telle que A, (t) soit réel (A,(t) = A,(t)) et nous notons
iP,(t) la partie imaginaire de P,(t). A l'issue de ces simplifications, les équations semi-
classiques d'un laser monomode portent sur trois grandeurs réelles A,, P,, AN, :

d 1
%Pp = _EPP+CIAPANP (51)
d 1
EANP = —Tl(ANp — ANO) — CQApPp (52)
d
%Ap = —CAP + C3Pp (53)

Les constantes de temps T} = 1/T'; et Ty = 1/T'y caractérisent respectivement 1’amortis-
sement de l'inversion de population et de la polarisation diélectrique.

Remarques

(i) La constante d’amortissement I'y de la polarisation diélectrique est en général égale (ou
au moins voisine) a la largeur de raie laser introduite au paragraphe 4.2.1.1.

(ii) Malgré leur structure tres simple, les équations (5.1) a (5.3) constituent un modele tres
fructueux pour la dynamique non-linéaire de trois variables dynamiques couplées. On montre
par exemple? que ces trois équations sont isomorphes des équations de Lorenz en hydrody-
namique, dont on sait qu’elles sont & la base d’un comportement chaotique®.

Il existe en fait tout un champ de recherche expérimentale sur le chaos utilisant les lasers.

2Voir par exemple L. Mandel et E. Wolf, Optical Coherence and Quantum Optics, Cambridge Uni-
versity Press 1995, page 967.

3E.N. Lorenz, J. Atmosph. Sc. 20, 130 (1963). C’est dans cet article qu’est introduit la célébre image
de « leffet papillon » pour illustrer le comportement chaotique des situations météorologiques.
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5.1.2 Elimination adiabatique de la polarisation diélectrique

Il se trouve que dans la plupart des milieux lasers, les deux variables atomiques AN
et P sont amorties avec des constantes de temps 717 et T, trés différentes, contrairement
au modele trés simplifié du chapitre 2 ou nous n’avions introduit qu’une seule constante
de temps I'p'.

Dans la grande majorité des cas, la polarisation diélectrique relaxe beaucoup plus
vite que l'inversion de population. Le temps 75, qui caractérise I’amortissement du dipole
moyen (Equation (5.1)), est trés souvent inférieur a la nanoseconde (lasers & gaz) voire  la
picoseconde (lasers solides ou & colorants). Au contraire, le temps d’amortissement 7 de
I'inversion de population (Equation (5.2)) est typiquement supérieur & la microseconde
(une telle situation favorise I'apparition d’une inversion de population, et donc leffet
laser).

En ce qui concerne le temps d’amortissement 7.} d’un mode de la cavité (Equation
(4.21)), il est dans la plupart des cas nettement supérieur a la nanoseconde.

En définitive, T, est généralement beaucoup plus court que 7! et que Tj. Si nous

nous plagons & une échelle de temps longue devant Th, mais courte devant T} et v,!,
I'équation (5.1) d’évolution de la polarisation diélectrique est une équation a coefficients
quasi constants (A,(t) et AN(¢) ne varient pas & cette échelle). Le régime transitoire est
amorti au bout d'un temps 75 qui est trés court, et la solution stationnaire de I’équation
permet d’exprimer P,(t) en fonction de A,(t) et AN,(t) sous la forme

Pp = ClTQApANp (54)

En reportant dans (5.2) et (5.3), on obtient

d 1
%ANP = —?(ANP — ANo) - ClchQAZZ)ANp (55)
1
d
%Ap = —CAp + CgClTQANpAp (56)

Nous avons ainsi réduit les équations du laser a deux équations différentielles relatives au
champ et a l'inversion de population dans un mode. Nous allons maintenant écrire plus
précisément les coefficients de ces équations en nous laissant guider par le modeéle simple
du chapitre 2, tel que nous ’avons mis en ceuvre au chapitre 4.

Remarque

La méthode d’approximation qui nous a permis d’éliminer la variable P, en remarquant
qu’elle s’amortit beaucoup plus vite que les autres s’appelle « élimination adiabatique » (cf.
§ 5.5). En prenant la solution stationnaire de I’équation d’évolution P,, on admet que P, (t)
« suit adiabatiquement » les variables plus lentes A,(t) et AN,(t).
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5.1.3 Equations couplées entre le champ et I’inversion de popu-
lation : raisonnement heuristique

Considérons le modeéle simplifié de milieu amplificateur présenté au chapitre 2, et qui
a servi a I’étude du laser en régime quasi-stationnaire (Chapitre 4). Si nous nous plagons a
une échelle de temps longue devant 7, mais courte devant 77 nous pouvons présumer que
I’équation d’évolution du champ due au milieu laser est de la forme (4.33), c’est-a-dire?

_ 9 “;LA LC At) (5.7)

&
dt

gain
a condition d’exprimer le gain ¢(t) en fonction de 'inversion de population a I'instant ¢ :
AN(t) = Ny — N,. En utilisant 'expression (2.5.23) du gain, on écrit

K
g(t) = SAN(Y) (5.8)

avec

oc Ly o ¢ oc
_ - - = 5.9
" VA Lcav S Lcav ‘/cav ( )

(Rappelons que o est la section efficace de la transition laser, Ly et V4 la longueur et
le volume du milieu amplificateur, S est la section du milieu amplificateur, ou encore la
section du faisceau laser quasi-cylindrique).

En prenant en compte 'amortissement de la cavité (Equation 4.27), équation d’évo-
lution du mode laser vue au chapitre 4 (§4.2.7) devient

% o _’Ycav
a2

At) + %ﬁ AN(E) A(t) (5.10)

On peut évidemment écrire pour 'intensité du mode laser (en multipliant par 2A(t))

I
fl—t = —Yeal + K AN I (5.11)

Etablissons maintenant 1'équation d’évolution pour I'inversion de population AN(t).
Les processus de pompage des milieux laser étant généralement incohérents, nous admet-
trons que I’évolution des populations obéit a des équations cinétiques (voir les paragraphes
2.E.4 et 3.B.2). On en déduit alors une équation cinétique pour I'inversion de population.
Par exemple, les équations (2.E.17a) et (2.E.17b) de notre modele particulier donnent

AN

4Pour ne pas alourdir les notations, nous omettons I’indice p quand il est évident que nous considérons
un seul mode. De plus, nous avons simplifié par le terme de phase qui est en facteur des deux membres.
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<LA>

&

L cav

FI1G. 5.1: Cavité laser en anneau, avec un mode quasi-cylindrique de section S. Le volume du
milieu amplificateur interagissant avec le faisceau est V4 = S L. Le volume de la cavité est
Vcav =S Lcav~

ou ANy est I'inversion de population stationnaire non saturée en ’absence de faisceau laser
(s = 0). Le paramétre s étant proportionnel a 'intensité du mode laser, on a finalement
une équation de la forme

dﬁ—tN =T (ANy — AN) — 281 AN (5.13)

ou (3 peut s’exprimer en fonction des parameétres atomiques.

Les équations (5.11) et (5.13) constituent un jeu de deux équations différentielles cou-
plées qui régissent le comportement de trés nombreux lasers. Elles ont ici été obtenues de
facon heuristique, mais comme nous l’avons déja indiqué, on peut obtenir des équations
de ce type a partir des équations fondamentales, a condition que les dipdles atomiques
relaxent beaucoup plus vite que les deux autres variables (champ laser, inversion de po-
pulation), c’est-a-dire si

FQ > I‘1 y Vcav (514)

On peut alors introduire des équations cinétiques pour le champ, comme on l'a fait au
paragraphe (2.5.5). Le deuxiéme terme du deuxiéme membre de (5.11) s’interpréte alors
comme un bilan de ’émission induite et de I'absorption, tandis que le premier terme est
I’amortissement de la cavité.

De méme, lorsque la condition (5.14) est satisfaite, on peut écrire, pour les populations
des niveaux atomiques, des équations cinétiques qui font intervenir l'intensité du mode
laser (comme au paragraphe (2.5.4). Dans ces équations, on voit en général apparaitre
plusieurs constantes de temps. On admet que les plus courtes correspondent & des termes
qui s’amortissent tres rapidement, et on ne garde que la constante de temps la plus longue
1/T'y. On obtient alors une équation du type (5.13).

En définitive, nous admettons que 'on peut décrire de facon trés générale le com-
portement des lasers par deux équations couplées entre 'inversion de population AN et
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I'intensité du mode laser [

ad T+ KANI (5.15)
dt
d?—tN =T (ANy — AN) — 281 AN (5.16)

On notera que les termes de couplage sont non linéaires, vis & vis des deux variables [ et
AN.

Avant d’exploiter ces équations, nous allons montrer qu’il existe une relation entre
les coefficients k et 3 qui apparaissent dans les termes de couplage. Cette relation sera
particulierement facile & interpréter, et donc a admettre de fagon générale, en exprimant
I'intensité I du mode laser en fonction de I’énergie électromagnétique U stockée dans la
cavité, réexprimée en nombre de photons N = U/hw.

5.1.4 Evolutions couplées des atomes et des photons

En introduisant 1’énergie U du champ dans le mode
I1

U = 2e Veay A% = —Vooy (5.17)
c
I'équation d’évolution du champ laser (5.11) se récrit
dU
= el + KAN U (5.18)

Passons maintenant & 1’évolution du milieu amplificateur. Pour le modéle particulier
du chapitre 2, les équations (2.5.22a) et (2.5.22b) montrent que le deuxiéme terme de

(5.13) peut s’écrire
{dAN} _{dAN} +{dAN}
dt couplage dt abs dt sti

(5.19)
11
= —2ANo—
Ohw

En utilisant l'expression (5.9) de k, on constate que ce terme peut s’exprimer
d AN Veay 11 U
—_— = —2AN — = 2k AN— 5.20
{ dt }couplage " ¢ hw " hw ( )

Nous avons ainsi établi la connextion entre les coefficients s et 3, dans le cas particulier
de notre modéle.

Pour montrer la généralité de cette relation, nous introduisons — comme le dernier
terme de ’équation (5.20) nous y incite — le nombre de photons associés a ’énergie U
U o 250‘/(:3w142 o 8O‘/vcav

N = = o P I (5.21)
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Les équations couplées (5.15) et (5.16) peuvent alors se récrire sous la forme remarquable

. L o e N+ AN N (5.22)
et
— %AN — T JAN — ANy] — 26N AN (5.23)

Le rapport simple des termes de couplage (facteur —2) suggére une interprétation
trés parlante de ces termes. Supposons par exemple que ce couplage entraine, pendant
I'intervalle de temps dt, une modification de I'inversion de population

d[AN] = (=26 N AN)dt (5.24)
Ny Ny i1 b Ny Ny b
hw hew ho
ANANNN ANANANN ANNNNN
g . ANNANN
hw
O a @
Na Na—l Na Na+1

F1G. 5.2: Variation de I'inversion de population due a I’absorption (ou a I’émission stimulée) :
pour 1 photon absorbé (ou émis), 'inversion de population AN = N, — N, varie de deux unités.

Quand un atome passe de I'état |a) a I'état |b), AN varie de deux unités (Figure 5.2),
et on a donc

AN, = —dN, = ~d[AN] = (—k NAN)d¢ (5.25)

1
2
atomes qui sont passé de I’état |a) a I’état |b). Lors de cette transition, I’énergie des atomes
s’accroit d'une quantité

AUy = hwo dN,, (5.26)
L’énergie des atomes est prélevée sur le champ, dont I’énergie varie de
AUy = —dUy = —hwo dN,, (5.27)

Le nombe de photons varie donc, du fait du couplage, de

hu}()
— AN, .2
AN = —== AN, (5.28)
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Compte tenu de (5.26), et du fait® que wy est tres voisin de w, on constate que la variation
dN obtenue a lissue de ce raisonnement est identique & celle résultant du terme de
couplage dans l'équation (5.22) :

N = —%d[AN] (5.29)

Les termes de couplages des équations (5.22) et (5.23) peuvent donc s’interpréter
comme des échanges d’énergie entre le champ électromagnétique et les atomes. La rela-
tion algébrique trés simple entre les deux termes s’interpréte directement en terme de
conservation de l’énergie.

Vu la généralité de ce dernier argument, on s’attend a avoir dans tous les cas, et
pas seulement pour notre modeéle particulier, une relation simple entre les coefficients de
couplage dans les deux équations différentielles. C’est effectivement le cas, mais la valeur
exacte du facteur doit étre calculée dans chaque cas particulier, par exemple en écrivant
des équations cinétiques pour les populations. Considérons ainsi un systéme tres différent
de notre modele du chapitre 2, mais qui représente treés bien la transition laser dans un
systéme & 4 niveaux (Figure 5.3) : le niveau du bas se vide tres vite, de sorte que

N, ~0 (5.30)
N, Ny_
b o b—1 b
Fw
hw —
/\N_\:\/\ ANNNN
Fw

F1G. 5.3: Dans le cas d’un systéme ou le niveau du bas se vide trés vite (N, = 0), I'inversion
de population varie seulement d’une unité lors d’une émission stimulée.

Alors I'inversion de population s’écrit
AN ~ N, (5.31)

et le facteur 2 du terme de couplage de I'équation (5.23) doit étre remplacé par 1 :
lorsqu’une transition se produit, 1 photon est échangé avec le champ, et I'inversion de
population varie d’une unité (et non de 2). Ce cas est celui du laser a Néodyme YAG

>Voir la remarque du paragraphe D.4.b du chapitre 2.
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(1,06pm) mais aussi celui de la raie a 633 mm du laser Hélium-Néon. Pour ces lasers,
I'équation d’évolution (5.23) est remplacée par

Comme le facteur est en général compris entre 1 et 2, on utilise parfois ’écriture
suivante, qui se révéle trées commode :

— %AN ~ _Ty(AN — AN,) — 25 NAN (5.33)

ou il est entendu que le facteur 2* peut varier entre 1 et 2 suivant le systéme considéré. Les
équations (5.33) et (5.22), constituent les équations de base de 'évolution d’un treés grand
nombre de lasers. Il convient d’y rajouter les expressions des coefficients intervenant dans
ces équations, en fonction des parameétres caractérisant la transition laser. Ces diverses
formules sont données dans la table 1.

%[ = —YeaN + EANN (T1)
%AN — _TL(AN — ANy) — 2k AN N (T2)
Yeav = i(T +a) (T3)
&
T "

Table 1 : Equations couplées atomes photons, et expression des coefficients en fonc-
tion des paramétres de la transition laser et de la cavité. Ces équations permettent
de décrire le comportement d’un trés grand nombre de lasers.

Remarque

L’écriture des équations (T1) et (T2) de la Table 1 ne doit pas faire oublier que I’équa-
tion d’évolution du champ met en fait en jeu 'amplitude complexe du champ, qui posséde
également une phase. On se souviendra donc que l'on peut, au lieu de (T1), écrire 'équation

dA Veav K
_— = —AN .34
7 5 A+ 5 A (5.34)



5.1. EQUATIONS D’EVOLUTION COUPLEES DU CHAMP ET DES ATOMES 45

5.1.5 Cas I'1 > 7eav Elimination adiabatique de l’inversion de
population ; régime quasi-stationnaire pour les atomes

Il existe tout une classe de lasers (appelés de type A) pour lesquels linversion de
population relaxe beaucoup plus vite que le champ laser. On a alors la relation

T1 > Yea (5.35)

Dans ces conditions, on peut effectuer une approximation connue sous le nom « d’élimi-
nation adiabatique de la variable rapide ». On remarque que la vitesse de variation de
N étant controlée par Ye., (Equation (T1) de la table 1), A peut étre considéré comme
constant (& I'échelle de 1/T'1), dans I’équation (T2) de la table 1. Le régime stationnaire
de AN, obtenu au bout de quelques I';*, est alors donné par

ANO

ANy = ——2 (5.36)

2*K
L+ 52N

On peut utiliser cette expression de AN en fonction de A/, pour éliminer AN dans I’équa-
tion (T1) de la table 1, ce qui donne

dN K ANO
@ = N (537

On retrouve ainsi I’équation d’évolution du mode laser lorsque les atomes sont en
régime stationnaire vis-a-vis du champ. L’équation (5.37) est celle utilisée au chapitre 4
pour U'intensité du mode (Equation (4.43)) ou pour son amplitude (Equation (4.38)).

Il est utile de noter les relations obtenues en identifiant les coefficients intervenant
dans ces équations. On a ainsi

Lc oc
gOLC: = 5 ANy =~ AN, (5.38)
d’ou l'on déduit
ANy
= 5.39
go =0 Vi ( )
Par ailleurs, on définit naturellement le nombre de photons de saturation

'y Ty Ve
sat = —— = 5.40
Naaw 2*K 2*o ¢ ( )

En utilisant I’équation (5.21), on en déduit une expression de 'intensité de saturation

Flﬁw
2*eq0 C

Isat -

(5.41)

On peut également, a 'aide de (5.17), obtenir 'intensité de saturation exprimée en puis-
sance par unité de surface :

hwl'y

2%

M., = (5.42)
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Nous constatons ainsi que, pour les lasers de ce type, 'intensité de saturation n’est
pas un parametre indépendant.

Une transition laser est donc, dans notre modélisation, caractérisée par les parametres :

e fréquence de résonance wyy ;

section efficace laser o ;

largeur de raie I's;

taux de relaxation de l'inversion de population I’y ;

valeur du coefficient 2* (entre 1 et 2).

5.2 Dynamique d’un laser libre. Démarrage. Impul-
sions de relaxation

5.2.1 Conditions initiales. Démarrage

On peut se demander comment un laser démarre, lorsqu’on branche brusquement le
mécanisme d’inversion de population (par exemple une lampe flash qui réalise un pompage
optique). En effet, si nous prenons comme condition initiale

N(t=0)=0 (5.43)

nous constatons que I’équation (5.22), ou (T1) de la table 1, ne prédit aucune évolution. Ce
probléme est en fait commun & tous les oscillateurs classiques, et on le résout généralement
en invoquant la présence de bruit qui permet a l'oscillation de démarrer.

Dans le cas d’un laser, nous savons qu’il y a toujours de la lumiére dans le mode laser,
a cause de I’émission spontanée qui existe dés que des atomes du milieu amplificateur sont
portés dans le niveau supérieur de la transition laser. Pour en tenir compte, nous prenons
comme condition initiale pour le mode laser

N({t=0)>0 (5.44)
Pour étre spécifique, nous pourrons prendre
Nt=0)=1 (5.45)

Quant a I'inversion de population, elle a & 'instant initial une valeur AN imposée par
I'excitation du milieu amplificateur. L’équation (T1) (ou 5.22)) montre alors que le laser
démarre (N, initialement non nul, croit) a condition que

AN > ANseuil (546)

avec

A]Vseuil - Jeav (547)
K

On retrouve la condition de seuil (4.4.55).
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5.2.2 Régime stationnaire

Si on applique au milieu amplificateur une excitation constante, se traduisant dans
I'équation (T2) par un terme AN, constant, supérieur a la valeur de seuil (5.47), il existe
une solution stationnaire des équations (T1) et (T2)

AN, = ANy = 12 (5.48)
K
et
B Fl ANO -
Noo = 5 ( - 1) = N (r— 1) (5.49)

Nous avons introduit le nombre de photon a saturation N, défini en (5.40), et le rapport
r, défini au paragraphe 4.5.1.2, et que 'on peut récrire
/{ANO ANO

r= S T AN (5.50)

Rappelons que 7 exprime le rapport entre le gain non saturé et les pertes (cf. équation
4.4.40)).

L’existence d’une solution stationnaire ne nous renseigne ni sur la stabilité, ni sur la
facon — réguliére ou accidentée — dont le laser évolue vers cette solution. En fait, la nature
de ’évolution dépend des ordres de grandeur relatifs des constantes de temps en jeu dans
le probléme.

5.2.3 Ordres de grandeurs. Types de lasers

Les deux constantes de temps intervenant dans les deux équations couplées (5.22) et
(5.23), ou (T1) et (T2), sont 1/I'; qui caractérise la relaxation de 'inversion de population
du milieu laser, et 1/, qui caractérise 'amortissement du champ dans la cavité (cavité
« froide »). La hiérarchie entre ces deux constantes dépend du type de laser.

Considérons d’abord un laser a gaz, par exemple un laser a Hélium-Néon. La constante

I’y vaut
(Fl)He-Ne ~ 107 S_1

Un tel milieu laser a un gain tres faible, et on doit prendre une cavité avec trés peu de
pertes et un milieu amplificateur long pour obtenir I'effet laser. Ainsi, pour 7' = 1072, et
une longueur L., =1 m, on a

c

Veav = T =3 X 106 S_1

cav

Un tel laser, ou 'inversion de population relaxe plus vite que la cavité, est appelé de type

A

Yeav K I'1 @ laser de type A
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Si au contraire on s’intéresse a un laser & Néodyme : YAG, 'inversion de population

relaxe trés lentement
(T1)Nd:vag ~ 4,3 x 103 s71

Ceci est trés favorable au démarrage du laser. On peut utiliser des cavités beaucoup plus
ouvertes. Typiquement, on prendra un coupleur de sortie avec une transmission 7' de
I'ordre de 107!, et une cavité de quelques dizaines de centimétres. Alors 7., atteint des
valeurs typiques

Yeay = 10% 57

Un tel laser, ou la cavité s’amortit beaucoup plus vite que I'inversion de population, est
appelé de type B :

VYeav > ['1 @ laser de type B

Type de He — Ne Nd:YAG
laser Type A Type B
Iy 107 571 4,3 x 103 s71
Yeav qq 108 s7' | qq x107 s7!
Ly /2m 2 x 10° Hz 10" Hz
oL 3107% cm? | 4 x 107" cm?
27c
AL =—1 0,6328 pm 1,06 pm
wr,
2% 1 1
(4 niveaux) | (4 niveaux)
/\/;at 1011 1011

Table 2 : Quelques ordres de grandeurs pour deux types de laser.

La table 2 résume quelques propriétés de ces deux types de laser. Nous y avons indiqué
la largeur de la courbe de gain, I'y ainsi que le nombre de photons typique & saturation
(pour une section de faisceau S = 1 mm?)

Ty T Vi

2% 2*oc

j\[sat =

Remarque

Pour les deux types de laser considérés, la constante de relaxation des dipoles I's est toujours
nettement plus grande que vcay et I';. Il existe des lasers, appelés lasers de type C, pour
lesquels les 3 constantes sont du méme ordre de grandeur. La dynamique est alors beaucoup
plus complexe que ce que nous décrivons dans ce chapitre. On y observe en particulier des
comportements chaotiques trés intéressants.
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5.2.4 Démarrage d’un laser de type A

Comme on ’a expliqué au paragraphe 5.1.5, on peut, lorsque 7.,y est plus petit que I'y,
éliminer adiabatiquement l'inversion de population. Le régime stationnaire de 1’équation
(T2) nous donne ainsi

AN 1
AN, 1+

< (5.51)
Nsat

En reportant dans (T1) cette expression de AN en fonction de N, on obtient une équation
différentielle pour N, que I'on peut écrire

%v = Year N {—1 s ;Nﬁt} (5.52)

Au début de I’évolution, le nombre de photons N est trés petit devant N, et on peut
négliger le terme de saturation. Le laser démarre alors exponentiellement. En prenant la
condition initiale (5.45), on a

N = exp{Year (1 — 1)t} (5.53)

Cette solution va rester valable tant que A est petit devant la valeur asymptotique (5.49).
Prenons par exemple
r—1=10"?

Alors
N = (1 — 1) Naay =~ 10°

et le temps nécessaire pour atteindre cette valeur est de

log N

~ 2 X ].03 Veav e 10_3 S
%aV(T - 1) ( )

tmontée ~

Le démarrage d’un tel laser est donc lent, a I’échelle de 1/7.,,. La raison est bien str que
le nombre de photons doit croitre de beaucoup d’ordres de grandeur.

Lorsque le nombre de photons devient de I'ordre de N, il n’existe pas de solution
analytique générale de (5.52), mais on peut penser que la solution de démarrage (5.53) va
se raccorder réguliérement a la valeur stationnaire NV,,. C’est ce que confirme le résolution
numérique de I’équation (5.52).

Lorsque r — 1 est petit devant 1, on peut donner une solution approchée de (5.52). En
effet, N' /N, reste alors également petit devant 1, et on peut utiliser un développement
limité du terme de saturation de (5.53), ce qui donne

1 dN N
IYCaV E N {(T a 1) B TA/;at:| N (554>
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La valeur stationnaire solution de (5.54)

, r
= — N 5.55
est proche de la valeur exacte (5.49) lorsque r — 1 est petit devant 1. En fait, on peut
intégrer 'équation approchée (5.54), avec la condition initiale (5.45) (M =1 a ¢ =0), et
on obtient
N (r—1) 1

= 5.56
-/\/‘sat r 1+ (T;Tl sat — 1> eXP[—(T - 1)7Cavt] ( )

En prenant les développements pour t < tyontee PUiS pour t > tyontce, ON vérifie que
N démarre bien suivant (5.53), puis tend vers la valeur asymptotique (5.55). La figure
(5.4.a) montre cette évolution, qui fait apparaitre un remarquable temps de latence de
Pordre de tyontee, puis une montée brutale jusqu’a la valeur asymptotique. En fait, comme
le montre clairement la figure (5.4.b) ot on a représenté 1’évolution du logarithme de N,
ce qui apparait comme un temps de latence est en fait une croissance exponentielle.

On a également représenté, sur la figure (5.4.c), inversion de population (équation
(5.51)). On constate bien que si elle est initialement supérieure a la valeur de seuil, ce qui
permet le démarrage, elle décroit jusqu’a la valeur de seuil lorsque le régime stationnaire
est atteint (cf. équation (5.5.48), ou § 4.4.51).

Remarque

Lorsque r — 1 est petit devant 1, on constate que la constante de temps caractéristique de
I’évolution du nombre de photons N vaut [yeay(r — 1)] 1. Elle est beaucoup plus longue que
1/7cav, €t la condition d’élimination adiabatique de I'inversion de population s’écrit en fait

1> (= 1)Year (5.57)

ce qui est beaucoup plus facile & satisfaire que I'y > 7¢av. Un démarrage suivant le scénario
de ce paragraphe, peut en fait s’observer méme sur des lasers de type B, lorsque 'excitation
du milieu laser est modérée (r voisin de 1).

5.2.5 Laser relaxé
2.5.1 Démarrage

Nous nous plagons maintenant dans le cas ou
1—‘1 < (T - 1)f>/cav

de sorte que AN ne suit plus adiabatiquement le champ laser N. On prendra 'exemple
d'un laser & Néodyme : YAG, pour lequel 'y ~ 4,3 x 10% s71, 7oy = 5 x 107 s71. Le
systéme est a 4 niveaux, et 2* est égal a 1.

Nous choisissons le cas d’un gain élevé

r=2
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1.-10°
N
5..10° a)
1 - - y y Vcavt
1000 2000 3000 4000 5000
10
8
6
log,y N b)
4
2
Yeavl
1000 2000 3000 4000 5000
1.01
AN
C
AN, )
1
VYeavl
1000 2000 3000 4000 5000
FI1G. 5.4: Démarrage d’un laser a gaz, pour les valeurs suivantes : r — 1 = 10_2; Neat =

10'Y. On a porté le nombre de photons N, et son logarithme décimal, en fonction de ~eayt
(cf. équation (B.13)). On note un temps de latence d’environ 2000~y ~!. La troisiéme courbe
représente I'inversion de population, qui va se verrouiller a la valeur seuil.

et des conditions initiales :
N(0)=1
AN =0

Rappelons que juste apres l'instant initial, le gain est branché, ce qui se traduit par le
terme I'; ANy dans I’équation (T1) (page 42).
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On ne connait pas de solution exacte des équations couplées (T1) et (T2), dans le cas
considéré ici. Néanmoins, il est facile de décrire & grands traits le comportement associé
a ces équations. Déterminons pour fixer les idées les valeurs asymptotiques

Noo = (T - 1)~/\/5at = jv’sat = 1011

ANOO = A]\fseuil = ANO = Aé\fo
r

Au départ, N est trés petit devant Ny, et le terme de couplage de 'équation (T2)
est négligeable. L’inversion de population obéit donc a I’équation simplifiée

%AN _ _Ty(AN — AN,) (5.58)

Elle croit exponentiellement vers I'asymptote ANy, avec la constante I'; (Figure 5.5).
Tant que AN reste inférieur a la valeur de seuil ANy/2, le nombre de photons reste de
I'ordre de 1. Mais a l'instant

t —11
= ogr
1 I, g

I'inversion de population franchit la valeur de seuil, et le nombre de photons se met a
croitre trés vite. On peut par exemple linéariser 1’évolution de AN au voisinage du seuil

AN = ANseuﬂ[]. + (7” - ].)Fl(t — tl)]

et en déduire que N croit suivant la loi

N ~ exp {g%wﬂ(t —t)?

Cette croissance rapide va permettre & N d’atteindre la valeur stationnaire a I'instant
to, tel que

-1
<T 9 ) Vcavrl<t2 - t1)2 = logN ~25.

Mais a la différence du cas précédent, I'inversion de population ne sature pas instantané-
ment, et A/ continu & croitre au-dessus de la valeur stationnaire. L’inversion de population
commence alors a décroitre, avec une constante de temps de 'ordre de I';. Cependant,
cette décroissance est lente, et le laser est toujours au-dessus du seuil : la rapide croissance
de N se poursuit, jusqu’a ce que, a I'instant ¢3, I'inversion de population AN franchisse
en décroissant la valeur seuil. Alors, le laser s’arréte rapidement d’émettre, aprés quelques

~1
fYcav‘

Un tel fonctionnement est appelé relaxé. Il est di a la différence des temps caracté-
ristiques de variation des variables couplées. Plus précisément, 'inversion de population
réagissant lentement aux variations du champ, ces variations sont exacerbées. C’est ainsi

qu’on obtient une impulsion dont le maximum est beaucoup plus intense que la valeur
stationnaire.
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F1G. 5.5: Démarrage d’un laser relaxé. Le nombre N de photons dans le mode laser commence a
croitre trés vite a partie de t1, lorsque I'inversion de population AN franchit la valeur stationnaire
ANy, qui est aussi la valeur de seuil (t; = T log 2). L’inversion de population se met a décroitre
aux alentours de tq, instant ot N franchit la valeur stationnaire, et le nombre de photons passe
par un maximum lorsque AN franchit en descendant AN,,. Le résultat est une oscillation en
dents de scie pour AN (fréquence quelques I'1) et des impulsions bréves pour N (durée typique
1/200T). Noter que les échelles ne sont pas respectées : N varie de plus de 10 ordres de grandeur
lors d’une impulsion.

2.5.2 Oscillations de relaxation amorties

Comme le montre la figure 5.5, un scénario analogue a celui du démarrage va se repro-
duire. L’inversion de population va se remettre a croitre avec un temps caractéristique de
Iordre de I'; !, c’est-a-dire une fraction de millisecondes. Puis, 'impulsion va se construire
en quelques .}, et s’arréter en 4., environ, de l'ordre de la microseconde.
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Le processus va se poursuivre, mais avec une amplitude décroissante (Figure 5.6). On
aboutit finalement a de petites oscillations amorties vers la régime stationnaire, que nous
allons étudier maintenant.

intensité
laser 4

_ | :

T Ll

0 100 us temps

FIG. 5.6: Régime transitoire typique dans un laser a Néodyme : YAG. On applique le pompage
de l'inversion de population 4 t = 0. On observe des oscillations de relaxation amorties.

2.5.3 Petites oscillations amorties

Lorsque le laser approche du régime stationnaire, on peut linéariser les équations
d’évolution de N et AN autour des valeurs stationnaires.

On obtient ainsi, pour les petites variations de N et AN

d(AN) d(AN)
d
pr [ —I = [M] [ -I (5.59)
Lov | v
avec
_Flr —Veav
[M] = (5.60)
Ti(r—1) 0
L’équation aux valeurs propres de [M] s’écrit
N 4 A0 4 Yeay D1 (r = 1) = 0 (5.61)

et les valeurs propres sont

2
A=——+ Z\/(?” — )Year 1 — F%TZ (5.62a)
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Dans le cas r = 2, on a des oscillations amorties puisque

T
A= T i/ yeal1y/1 — — (5.62D)

cav

En fait les oscillations existent méme pour un pompage modéré (il suffit que %I > 1

Ycav

soit 7 — 1 > 10~* dans notre exemple). Leur pulsation vaut :

Q= V (T - 1)F170av\/1 - Li (563)

4(r — 1) Yeay
La fréquence /27 est de 'ordre de 100 kHz pour les valeurs numériques citées en exemple.

On observe effectivement, dans les lasers a solides, des oscillations de ce type lorsque
le laser est un peu écarté de son régime stationnaire. Elles se manifestent dans le spectre
des fluctuations de 'intensité de sortie du laser, par un pic étroit (le facteur de qualité des
oscillations est de l'ordre de \/7cay/I'1) dans la gamme des 100 kHz. Ce pic correspond

a un retour oscillant amorti vers I’équilibre a la fréquence €2, lorsqu’une perturbation
accidentelle écarte le laser de son régime stationnaire.

Remarque

Le phénomeéne de petites oscillations que nous venons de décrire est souvent désigné sous
le terme « oscillations de relaxation » dans les ouvrages traitant des lasers. Au sens strict
du vocabulaire généralement utilisé en mécanique, en acoustique, ou en électronique, les
oscillations de relaxation sont un phénomeéne de basculement périodique d’un systéme entre
deux états d’équilibre instables. L’émission initiale d’impulsions en régime relaxé (Figure 5.6)
constitue un exemple d’oscillations de relaxation (amorties) au sens propre du terme. Mais
le phénomeéne décrit dans ce paragraphe B.4.3 correspond plutdt & de petites oscillations
amorties.

5.3 Laser déclenché

5.3.1 Principe

L’apparition d’impulsions de relaxation dans le régime transitoire (Figure 5.6) n’a pas
que des inconvénients. D’une part on dispose d’impulsions relativement courtes, utiles
pour l'étude de phénomeénes rapides. D’autre part nous avons noté que l'intensité de
créte de I'impulsion est trés supérieure a la valeur stationnaire, et on sait qu’il existe
de nombreux phénomeénes ou il est intéressant d’avoir une intensité tres élevée (étude de
phénomeénes d’optique non-linéaire par exemple).

L’inconvénient majeur des impulsions de relaxation est le caractére erratique du temps
au bout duquelle elles apparaissent. De plus, le fait d’avoir un train d’impulsions multiples
est souvent inutile voire nuisible, et seule la premiére impulsion est intéressante.
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C’est pour résoudre ces problémes que, dés le début des lasers a rubis, on a pensé a
déclencher le démarrage du laser, au lieu de le laisser I'impulsion laser se construire spon-
tanément. L’idée consiste a empécher le laser de démarrer en introduisant un obturateur
initialement fermé dans la cavité. La figure 5.7 montre alors I’évolution de 'inversion de
populations. En comparant a la figure 5.5.a, on constate que l'inversion de population
continue de croitre asymptotiquement vers la valeur non-saturée ANy, au lieu de redé-
croitre peu apres avoir franchi AN, a 'instant ¢;. Lorsque AN est proche de ANy, on
ouvre brusquement 'obturateur, & I'instant t;. Comme dans le cas de la figure 5.5.b, le
nombre de photons se met alors & croitre, trés vite, avec les différences qualitatives sui-
vantes. D’une part la croissance est plus rapide car I'inversion de population AN(¢;) au
moment du déclenchement est trés supérieur au seuil AN, et le taux initial de croissance
vaut (cf. Equation 5.49)

AN(td)}

.64
AN (5.64)

= Yecav {_1 +

t=tq

1 dN

L\/ dt }
alors que cette quantité était trés petite juste apreés ¢; dans le cas relaxé (voir la Figure
5.5.a). D’autre part, le nombre de photons qui vont étre fournis au champ laser par
émission stimulée entre 5 et t3, qui est de l'ordre de AN(ty) — AN(t3), est manifestement
beaucoup plus grand dans le cas déclenché que dans le cas relaxé.

De méme, 'intensité laser étant beaucoup plus grande a U'instant ¢3, on aura AN (t3) —
AN ((t4) plus grand dans le cas déclenché : I'énergie fournie par les atomes au champ en sera
d’autant plus grande. En définitive, on s’attend a avoir une impulsion unique (on referme
I'obturateur apres t,) beaucoup plus intense que chaque impulsion du laser relaxé.

5.3.2 Energie de I'impulsion laser

Le parameétre important est le rapport entre 'inversion de population au moment du
déclenchement, et I'inversion au seuil

AN(ty)

o (5.65)

rq =

Nous le prendrons voisin de 2 pour les applications. La phase initiale de croissance du
nombre de photons s’effectue suivant la loi approchée (cf. Equation (5.64))

N(t) = exp[Yeay(ra — 1)(t — ta)] (5.66)

tant que le phénomene de saturation reste négligeable dans ’équation (5.50), c’est-a-dire
tant que N reste inférieur a la valeur stationnaire N,. Suivant la loi (5.66), cette valeur
est franchie a I'instant ¢, tel que

1 1

to —tg =
? ! ’Vcavrd_l

log Nac (5.67)
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FI1G. 5.7: Laser déclenché. Un obturateur placé dans la cavité empéche 'oscillation laser de
démarrer, jusqu’a l'instant t; ou l'obturateur est ouvert. On a alors une impulsion analogue a
celle de la figure 5, mais avec un contraste beaucoup plus marqué : elle est plus étroite et plus
haute.

En utilisant les valeurs numériques de la partie 5.2, ce temps est de quelques centaines de
nanosecondes. En fait, les lasers déclenchés sont souvent construits avec des cavités plus
courtes ayant un couplage de sortie plus grand que les valeurs du paragraphe B.2.2, de
sorte que 7.y est plus grand d'un ordre de grandeur, et ¢y — ¢4 est alors plus court du
méme facteur, c’est-a-dire inférieur & 100 ns.

Dans tous ces cas, on voit que 1’échelle de temps de développement de I'impulsion
laser est trés bréve comparée au temps de relaxation 7' de 'inversion de population. Nous
négligerons donc les termes de relaxation dans (T2)® pendant la durée de 'impulsion laser,

6Table 1, partie 5.1. Nous prenons 2* = 1, ce qui correspond au schéma & 4 niveaux.
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et nous écrirons

d

ZAN = —kNAN (5.68)
tandis que I’équation (T1) est inchangée. En utilisant (5.48) nous la mettons sous la forme
%/\/’ = k(AN — AN )N (5.69)

Nous prenons comme conditions initiales a t = t4 (déclenchement)
AN (tg) = r4AN. (5.70)
N(ta) =1 (5.71)

En combinant les équations (5.69) et (5.68), on obtient
N AN, — AN

dAN) AN (5.72)
Aprés intégration, on obtient (on néglige N (t;) = 1 devant N (¢))
N(t) = AN(ty) — AN(t) — AN(ta) {AN (td)} (5.73)

AN (1)

rq

Cette équation reliant le nombre de photons N (¢) a I'inversion de population AN(¢) ne
dépend que de deux parameétres : l'inversion de population au déclenchement AN (#,),
et l'inversion de seuil AN, = AN(ty)/rq. Elle permet de déterminer de nombreuses
caractéristiques importantes de I'impulsion laser.

5.3.3 Energie extraite. Rendement

Une grandeur importante est I’énergie totale de I'impulsion sortant du laser. Pour la
calculer, nous nous plagons a un instant ¢ situé apres la fin de 'impulsion, telle que N (¢;)
est voisin de zéro. L’équation (5.73) nous donne alors

AN(ty) 1 ) AN (tq)

AN(t))  ra CAN(t)

=0 (5.74)

Comme la durée de 'impulsion est suffisamment courte pour négliger les termes de pom-
page et de relaxation, toute la variation d’inversion de population est transformée en
photons lasers, et nous avons donc une énergie totale de I'impulsion, en sortie du laser

B, = hw[AN(ty) — AN(t;)] (5.75)

On peut définir un rendement 7 en introduisant 1’énergie fournie par le processus de
pompage (énergie d’entrée) :

E. = hw AN (ty) (5.76)
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et en considérant le rapport

E, AN(ty) — AN(ty)

= = = 5.77
T E, AN(t,) (5:77)
L’équation (5.74) donne alors pour le rendement une équation implicite
1 1
=—1 5.78
=gy (5.78a)
qui peut aussi s’écrire
l—np=¢em (5.78b)

L’équation (5.78a) permet en fait d’exprimer 7,4 en fonction de 7, et on peut tracer ainsi
la courbe de la Fig. 5.8. On constate que le rendement croit rapidement dés que ry est
supérieur a 1 (pente initiale égale a 2), puis qu’il tend vers sa valeur asymptotique de
100%. Notons qu’il suffit que ry vaille 1,72 pour que le rendement atteigne 70%.

Cette valeur élevée du rendement est un avantage important des lasers déclenchés, par
rapport aux lasers relaxés.

n A
1 _____________ P

\/

FI1G. 5.8: Rendement d’un laser déclenché en fonction de l'inversion de population au déclen-
chement (normalisée par l'inversion de population au seuil).

5.3.4 Puissance créte. Durée de 'impulsion

L’impulsion laser atteint son maximum & l'instant ¢3 ou l'inversion de population en
train de décroitre passe par la valeur seuil AN.,. En reportant dans I’équation (5.73), on
obtient le nombre maximum de photons dans la cavité

N(tg) = ANOO(TC[ —1- IOg Td) (579&)
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ou encore

rq — 1 —IOgT’d

N(ts) = AN(t,) (5.79b)

rq

La premiére équation montre que le nombre de photons au pic croit avec ry4, et la deuxieme
montre que ce nombre de photons créte tend asymptotiquement vers I'inversion de popula-
tion au déclenchement lorsque r4 augmente. Ceci montre que ’avantage du laser déclenché
réside dans le fait que 'on permet & I'inversion de population de monter trés au dessus
du seuil (ry > 1), a la différence du laser relaxé : puis, lorsqu’on ouvre l'obturateur,
toute I'énergie stockée dans l'inversion de population est convertie en photons lasers en
un temps tres court.

La puissance créte de sortie s’écrit
Py(t3) = hwyeanN (t3) (5.80)
si on prend rq = 1,72, et les valeurs numériques de référence (5.58) a (B.16), on trouve
N(t3) = 0,18 AN, ~ 10 (5.81a)
d’ou la puissance créte (hw = 1,87 x 107 J pour A = 1,06 pm)
P,(t3) ~ 1 kW (5.81b)

La durée 7, de 'impulsion peut étre estimée par le rapport entre ’énergie de 'impulsion
Es (Equation (5.75)) et sa puissance créte (5.80). En utilisant (5.79b), on obtient :

1 AN(td) — AN(tf) Ta
T =
L Yeav AN (tq) rqg — 1 —logr, (5.82)
1 ( ) Ta '
= r
fYcavn a Ta — 1- logrd
Avec nos valeurs numériques de référence,
6,8
7, = — ~130ns (5.83)
’YC&V

On retiendra que cette durée est de moins de 10 fois 7_,}.

5.3.5 Déclenchement par absorbant saturable

Les premiers lasers déclenchés utilisaient un déclenchement actif par ouverture d’un
obturateur synchronisée avec le pompage optique transitoire (lampe flash par exemple).
Cette méthode posait un probléme technique difficile. Il est convenablement résolu au-
jourd’hui par l'utilisation de modulateurs électro-optiques (cellules de Pockels), mais la
solution reste techniquement complexe.
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Il existe une autre méthode de déclenchement extrémement élégante, utilisant un ma-
tériau appelé absorbant saturable. Cette méthode est passive, c’est-a-dire qu’on n’effectue
aucune synchronisation active. L’idée consiste & insérer dans la cavité laser un matériau
dont I’absorption décroit avec 'intensité lumineuse incidente. De nombreux colorants or-
ganiques possédent cette propriété. Comme un systéme a deux niveaux présente également
cette propriété, nous modélisons notre absorbant saturable par un systéme & deux niveaux
analogue au milieu laser, mais sans inversion de population (dans notre modeéle du chapitre
2, on prend A, > A,;). En appelant

AN’ = N, — Ny (5.84)

la différence de population entre le niveau inférieur et le niveau supérieur de la transition
de ’absorbant quasi-résonnante avec la transition laser, nous écrivons donc une équation
d’évolution analogue a (5.23) ou (T1)

d
%AN’ = —T[AN" — AN{] — 2k’ NAN' (5.85)
Le terme de couplage avec les photons a naturellement une contrepartie dans 1’équation

d’évolution du champ laser (5.22) ou (T2), qui devient

dN

. —YeavN + KANN — ' AN'N (5.86)

(la différence des signes est liée aux définitions opposées pour AN et AN’).

On constate que la solution stationnaire de (5.85), qui caractérise I’absorbant satu-
rable :

AN}

AN' = —0
1+ 21:‘—,1/\/

(5.87)

décroit lorsque le nombre de photons N augmente : c’est le phénoméne de saturation.

Les équations (5.85) et (5.86), complétées par 'équation (5.23) pour le milieu amplifi-
cateur, constituent un systéme d’équations différentielles couplées fortement non-linéaire.
On ne connait pas de solution analytique, mais ces équations permettent de comprendre
comment fonctionne un laser déclenché a absorbant saturable. Elles peuvent bien siir étre
intégrées numériquement.

Il est souvent possible de les simplifier car les absorbants saturables, qui sont des co-
lorants organiques en phase liquide, ont des temps de relaxation (I'})™! beaucoup plus
courts que I'impulsion laser (typiquement (I'})~! = 100 ps). On peut alors éliminer adia-
batiquement AN’ de I’équation (5.86), en le remplagant par la solution stationnaire (5.87).
On obtient

AN K AN}
= e+ 20 ) A4 kAN 5.88
dt (7 1+ 2 > N RANN (5:88)
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Cette équation d’évolution de I’énergie laser comporte un terme de pertes qui a la propriété
de décroitre lorsque N croit.

On peut alors analyser qualitativement le fonctionnement du laser en suivant la méme
démarche que pour un laser relaxé ordinaire (voir paragraphe 5.2.3 et Figure 5.5). Lors-
qu’on commence & pomper le milieu laser, I'inversion de population croit vers la valeur
asymptotique ANy, et elle franchit a I'instant ¢, la valeur seuil en présence de I’absorbant
saturable

1
A]\fseuil = =

- (Yeav + £ ANG) (5.89)

La spécificité du laser & absorbant saturable est que ce seuil est nettement plus élevé que

AN, = 7H (5.90)

La situation est représentée sur la figure 5.9, qui ressemble en fait a la figure 5.7 relative
au déclenchement actif.

A partir de ¢4, le laser démarre, et le nombre de photons commence a croitre alors
que l'inversion de population continue & augmenter tant que le nombre de photons reste
inférieur a la valeur NV, (Equation (B.11)). Si la saturation de I’absorbant, caractérisée
par

1‘1/

. (5.91)
commence & se manifester suffisamment tot (il en est ainsi lorsque N, < NL), alors
comme le montre I’équation (5.88) la croissance du nombre de photons est autoaccélérée
puisque les pertes dues & I'absorbant saturable tendent vers 0 lorsque N croit. Tout
se passe comme si le seuil se mettait & diminuer depuis la valeur ANy en tendant vers
AN, La situation est analogue au cas du déclenchement actif ot I'inversion de population
lors du déclenchement est trés supérieur au seuil AN,,. On peut poursuivre une analyse
similaire & celle du paragraphe (5.3.4).

En conclusion, le phénomeéne de déclenchement passif par absorbant saturable, qui est
d’un trés grand intérét pratique, est un exemple de la richesse des solutions possibles pour
des systémes non-linéaires pourtant tres simples.

5.4 Lasers a modes synchronisés

5.4.1 Impulsions bréves : au-dela des lasers monomodes

Les raisonnements précédents s’appuient sur une description monomode des lasers.
Lorsqu’on cherche & obtenir les impulsions les plus bréves possibles, on se heurte alors au
fait que 'équation d’évolution du champ laser (par exemple 'équation (T1) de la table
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FI1G. 5.9: Laser déclenché par absorbant saturable. Le démarrage du laser est retardé jusqu’au
moment ot I'inversion de population franchit le seuil A Ngqui1 qui est élevé a cause de I'absorbant.
Lorsque le nombre de photons N augmente, ’absorbant devient transparent, et tout se passe
comme si le seuil était abaissé vers ANy, : la croissance de N est auto-accélérée.

A.1) comporte un terme de relaxation dont la constante de temps, .l constitue une
limite naturelle & la vitesse de variation de I'intensité du mode. On a ainsi trouvé (§5.3.4,
équation (5.82)), que la durée des impulsions bréves produites par un laser déclenché sont
de quelques v_,!. On peut bien stir diminuer cette durée en raccourcissant la cavité laser
et en augmentant la transmission du coupleur de sortie (équation (T3) de la table A.1)
Veav = ﬁ(T + ), mais il est difficle, pour les lasers habitudes, de descendre nettement
sous la nanoseconde.

Il est clair qu’une telle limitation ne s’applique pas si on considére un laser multimode.
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En effet, deux modes différents wy et wy peuvent donner lieu a un battement

C
L cav

lwp — wi| = |k — k|27

de période beaucoup plus courte que Yeay si |k — k| est grand devant 1. On peut ainsi
obtenir des évolutions extrémement rapides, bien que I’évolution de 'amplitude de chaque
mode puisse rester tres lente, voire stationnaire.

Cette idée est mise en ceuvre dans les lasers & modes synchronisés, o on parvient &
synchroniser entre eux les battements entre les nombreux modes d'un laser multimode.

5.4.2 Lasers a plusieurs modes incohérents

On considére un laser continu multimode longitudinal, obtenu avec un milieu amplifi-
cateur & élargissement inhomogene (pas de saturation croisée, cf. chapitre 4).

La lumiére émise comporte plusieurs composantes monochromatiques correspondant
aux divers modes, et leurs phases sont a priori incorrélées. Le champ électrique a la sortie
d’un tel laser est égal a :

N-1 [
E(t) =Y Eycos(wit + @) = > 706_“”’“6_“"” + c.c. (5.92)
k=0 k

ou N est le nombre de modes oscillants et les ¢, sont des variables aléatoires incorrélées.
Nous avons supposé pour simplifier que tous les modes ont la méme amplitude constante
Ey. La fréquence wy, de chaque mode est de la forme

W = Wwo + kA (593)
ou A/27 = ¢/ Lcay (intervalle entre modes) et wy est la fréquence du mode k& = 0.

L’intensité lumineuse, moyennée sur un temps long devant la période optique, mais
court devant 1/NA (ce qui est en pratique le signal auquel on peut avoir acceés avec les
photodétecteurs les plus rapides dont le temps de réponse est de 'ordre de 10 ps) est égale
a:

_NE
2

I(t) + E3Y Y cos[(w; — wi)t + ¢ — o] (5.94)

k j>k

Pour obtenir ce résultat, nous avons éliminé les termes oscillant & w; 4wy, dont la période
(~ 10715 8) est courte devant l'intervalle de moyennage (10712 s).

Le terme 5.4.3 fait apparaitre une intensité moyenne

N E?
2

I =

(5.95)
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1/2
} , pour des variables aléatoires

et de fluctuation dont I'écart type Al = {([(t) —1)?

incorrélées py, est calculable a partir de (5.4.3) et est égale, dans la limite N > 1, &
Al =1 (5.96)

La variation de l'intensité d’un laser multimode, en fonction du temps, présente donc des
fluctuations importantes de 'ordre de I comme le schématise la figure 5.10

F1G. 5.10: Intensité d’un laser multimode en fonction du temps. On en a sommé les
champs de 10 modes de méme intensité (Iy) et équidistants. Leurs phases sont des variables
aléatoires non corrélées. L’intensité fluctue beaucoup. La valeur moyenne vaut 10 I.

Comme prévu, I’échelle de temps de ces fluctuations est inférieure a I'inverse A~! de
la fréquence de battement entre deux modes adjacents.

5.4.3 Laser a modes synchronisés

Supposons maintenant qu’on a réussi a synchroniser les divers modes, c’est-a-dire que
les phases ¢y (équation (5.92)) ne sont plus des variables aléatoires non-corrélées. Pour
simplifier, nous prenons toutes les phases égales

pi=pr=9=0 (5.97)
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L’intensité lumineuse vaut alors

2

N-1
Z EO e—i(w()-l-kA)t
k=0

2

1
2
(5.98)

La somme se fait sans difficulté (série géométrique), et on obtient

sin (NA%) ?

sin (AL)

2

_ B

1(t) = = (5.99)

La figure 5.11 montre l'allure de I(¢). Le laser émet des impulsions lumineuses dont la
période de répétition 7' est :

2 Lcav
_ T (5.100)

T
— A c

c’est-a-dire le temps de rebouclage (ou d’aller-retour) dans la cavité. Ceci signifie qu'’il
n'y a qu'une seule impulsion circulant dans la cavité (cas d’une cavité en anneau). Par
ailleurs, 'intensité de chque impulsion est égale a

N2E?
— Tnax = 5 0 (5.101)
ou encore en utilisant (5.95)
— Lo = NT (5.102)

La largeur temporelle de chaque impulsion est

21 T 1 Lew
" NA N N ¢

= AT (5.103)
Les impulsions sont d’autant plus intenses et plus courtes que le nombre de modes os-
cillant N est élevé, mais nous constatons que ’énergie moyenne par impulsion, qui est
proportionnelle au produit I,,.. AT, est indépendante de V.

En résumé, la puissance moyenne N1 sortant du laser est distribuée dans des impul-

sions breves, émise a la cadence +*—, chaque impulsion ayant Iénergie
cav

—Leay
Uimpulsion =1

(5.104)

c

Mais lorsqu’on augmente le nombre N de modes (& intensité moyenne et a cadence de
répétitions données), on constate que chaque impulsion est de plus en plus bréve, et son
maximum est de plus en plus intense.
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La course aux impulsions bréves requiert des largeurs de bande d’amplification

[AW]ampti = N—LC (5.105)
les plus élevées possibles, puisque, en vertu de (5.103), on a la relation de Fourier
[Aw]ampli X [AT]impulsion =1 (5106)

Avec cette méthode, on peut obtenir a partir d’un laser a argon ionisé commercial des
impulsions de durée 80 ps, répétées toutes les 12 ns (cf. le tableau du § C.1 du chapitre 3);
avec un laser a colorant ou un laser & saphir dopé au titane, des impulsions plus courtes
que 100 fs sont aisément obtenues. Ce sont ces impulsions qui, amplifiées et encore affinées,
permettent d’obtenir des impulsions de quelques femtosecondes.

F1G. 5.11: Intensité d’un laser 4 modes synchronisés en fonction du temps. La courbe
ci-dessus représente l'intensité résultant de I'addition cohérente des champs de 10 modes lasers
de méme amplitude et équidistants (séparation entre modes A = 27 ¢/ L¢ay ). Noter que I’échelle
verticale est 2 fois plus grande que dans la figure 5.10. L’intensité moyenne vaut 10 Ij.

5.4.4 Synchronisation des modes : verrouillage de phase

A priori, les divers modes émis par un laser de profil de gain inhomogéne, sont incohé-
rents. Diverses méthodes, actives ou passives, permettent de synchroniser les modes entre
eux, ou encore de les verrouiller en phase.

On peut par exemple moduler les pertes” de la cavité a la fréquence A. Considérons, en
effet, un mode particulier de fréquence wy dont 'amplitude E est modulée & la fréquence

"Pour cela on utilise, par exemple, un modulateur électrooptique ou acoustooptique.
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A
E = Ey[1 + mcos(At)]

Le champ électrique correspondant s’écrit :
E(t) = Fo[1 + m cos(At)] cos(wit + ¢r)

soit encore en transformant cette expression pour faire apparaitre les fréquences (wy + A)
et (wr — A) des deux modes voisins du mode wy, :

E(t) = Eo| cos(wit + ¢r) + %cos((wk + A)t+ ) + %cos((cu;.C — At + )| (5.107)

La modulation du mode k crée des composantes aux fréquences de modes k—1 et k+1. Si
certaines conditions sont réunies, ces composantes, qui sont en phase avec le mode k, vont
verrouiller la phase des modes k — 1 et k 4 1 sur celle du mode k. Le processus s’étend
de proche en proche a tous les modes, qui sont ainsi synchronisés.

Une analyse temporelle peut étre substituée a cette analyse spectrale. Considérons
une impulsion circulant dans le laser : le gain pour cette impulsion sera maximum si elle
passe dans le modulateur au moment ou celui-ci a le minimum de pertes. Cette situation
favorable sera obtenue si la période de modulation est exactement égale a la période de
rebouclage de I'impulsion dans la cavité donnée par la condition (5.100).

Remarque

Le role du modulateur n’est pas totalement identique selon que l'amplificateur présente
un élargissement homogeéne ou inhomogene (voir §3.C.1). Dans le cas d’un élargissement
inhomogene, les divers modes oscillent naturellement et le seul but du modulateur est de
coupler leurs phases. Dans le cas d'un élargissement homogeéne, le modulateur provoque, en
outre, 'apparition de modes qui, en son absence, n’oscilleraient pas spontanément.

Dans la période récente, on a vu apparaitre des méthodes passives permettant d’obte-
nir la synchronisation des modes, sans avoir recours a des systémes électroniques dont la
fréquence doit étre exactement ajustée sur le temps de rebouclage L.y /c, susceptible de
fluctuer. Ainsi, on peut placer dans la cavité un milieu absorbant saturable (cf. §5.3.5).
Celui-ci se comporte alors comme un obturateur qui s’ouvre au moment précis ot I'impul-
sion intense circulant dans la cavité (cf. 'analyse temporelle ci-dessus) se présente sur lui.
On notera que le processus permettant ainsi le verrouillage des modes (« mode locking »)
est un processus non-linéaire. Il existe plusieurs autres méthodes, basées sur des compor-
tements non-linéaires établissant un lieu entre les pertes dans la cavité et I'intensité laser,
et conduisant & I’émission périodique d’impulsions trés bréves, de durée inférieure a la
picoseconde.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que le démarrage et plus généralement la dynamique
des lasers, présente une grande variété de comportements, controlés par un petit nombre
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de parametres, essentiellement les temps de réponse des atomes et des modes de la cavité
laser (et éventuellement d’éléments non-linéaires insérés dans la cavité). La hiérarchie de
ces temps de réponse détermine le scénario observé.

Il est remarquable qu'une telle richesse soit obtenue avec deux équations différentielles
couplées extrémement simples. La raison en est bien siir ’existence de termes non-linéaires.

Si on considére des milieux laser ou la polarisation atomique ne peut pas étre éliminée
adiabatiquement (§5.1.2), on a un jeu de 3 équations couplées donnant lieu a des compor-
tements encore beaucoup plus extraordinaires. Ces systémes sont en fait de remarquables
modeles d’études des évolutions chaotiques, et il s’agit d’une branche trés active de la
physique des lasers, ot les interactions entre expérimentateurs et théoriciens, physiciens
et mathématiciens, sont trés fécondes.

Mais I'importance des notions vues dans ce chapitre peut aussi se mesurer a ’aune
des applications des lasers en impulsions bréves. Celles-ci vont de I’étude des phénomeénes
ultra-brefs en physique, chimie, biologie, aux télécommunications optiques a trés haut
débit. Tiré par ces applications, le domaine des impulsions bréves et énergétiques est un
grand demandeur de développements technologiques souvent extrémement subtils, et il
continuera sans aucun doute & apporter des connaissances nouvelles sur des états mal
connus de la matiére (plasmas), susceptibles de déboucher sur des applications de portée
énorme (fusion thermonucléaire contrdlée). Quant aux lasers & mode verrouillés en phase,
ils ont connu récemment (2001) des développements spectaculaires qui pourraient conduire
bient6t a des horloges d’une exactitude meilleure que les meilleures horloges actuelles (de
I'ordre de 107'*) par plusieurs ordres de grandeur®.

8Voir par exemple le site http ://www.mpq.mpg.de/~haensch/chain/chain/html.






Chapitre 6

Description statistique de la lumiére
émise par un laser. Largeur de raie,
cohérence temporelle

6.1 Importance d’une description statistique de la lu-
miére

Au chapitre 4, nous avons vu que 'amplitude du champ d’un mode laser est de la
forme

E(t) = Ae ™ = Ae'Pe ! (6.1)

A étant un nombre parfaitement déterminé (Equation (4.4.54)), de méme que w (Equation
(4.4.19)). En ce qui concerne la phase ¢, la discussion du paragraphe 4.3.2 nous a amenés
a la considérer comme une variable aléatoire équipartie dans l'intervalle [0, 27], puisque
rien dans le probléeme ne donne une valeur particuliére a cette phase. Néanmoins, la
discussion du paragraphe 4.3.2 sous-entend implicitement que pour un laser donné, qui
est un échantillon particulier extrait d’'un ensemble statistique, ¢ posséde une valeur bien
déterminée, de sorte que le champ de ce laser particulier est décrit par (6.1) ou la variable
¢ a pris une valeur précise.

Dans un laser réel, une telle conception est irréaliste, car il existe de nombreuses
causes de fluctuations incontrolées. Ainsi, le taux de pompage peut fluctuer, entrainant
des fluctuations de 'amplitude A. Il en est de méme de la longueur de la cavité, ce qui
provoque des fluctuations de la fréquence w. Les mouvements d’ensemble de la cavité
provoquent pour leur part des fluctuations de la phase ¢. Vu les ordres de grandeur en
jeu, il est hors de question de négliger ces phénomeénes : un déplacement de la cavité d’une
longueur d’onde provoque une fluctuation de phase de 27 ; une variation de longueur de
cavité d’une longeur d’onde provoque un changement de fréquence de plusieurs dizaines
de mégahertz.

71
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Méme si on pouvait rendre complétement négligeables ces fluctuations techniques, il
resterait dans un laser un processus aléatoire inévitable, c¢’est ’émission spontanée de
photons dans le mode laser, & partir du niveau supérieur du milieu amplificateur. Comme
nous le verrons dans la suite de ce chapitre, ceci entraine des fluctuations aléatoires de
Iamplitude A et de la phase ¢ du champ dans le mode.

Une description réaliste du champ laser est donc nécessairement de nature statistique.
En fait, il en est de méme pour n’importe quelle lumiére, qu’elle soit émise par un laser
ou par une source classique. L’optique statistique est donc un outil essentiel, pour donner
une description correcte de la lumiere, considérée comme un champ électromagnétique
classique. Un grand nombre de propriétés de la lumiére souvent admises sans justification
— ou par habitude — reposent en fait sur la nature aléatoire du champ.

Ainsi, c’est ce caractére aléatoire qui améne & introduire, dans les cours d’optique, des
notions subtiles comme la cohérence, ou & énoncer des propriétés qui sont loin d’aller de
soi : la possibilité de décomposer une lumiére polychromatique en composantes incohé-
rentes (pourquoi pas cohérentes 7), ou la lumiére naturelle en composantes de polarisation
orthogonales incohérentes ... Toutes ces notions délicates ne peuvent véritablement se
comprendre que dans le cadre d’une description statistique de la lumiére.

Mais la portée des notions que nous allons introduire dans ce chapitre va au-dela de
I'optique statistique. Il existe peu de domaines ol on ne soit pas amené a rencontrer les
phénomeénes de bruit, de mouvement Brownien. Le formalisme introduit ici se généralise
sans difficulté aux autres domaines de la physique, et il est d’une trés grande utilité, aussi
bien pour l'ingénieur que pour le théoricien. Certains concepts et résultats qui seront
vus dans ce chapitre (théoréme de Wiener-Khintchine, équation de Langevin, relation
fluctuations-dissipation...) s’utilisent dans toute la physique.

Enfin, on ne saurait sous-estimer I'importance d’'une bonne maitrise des concepts sta-
tistiques classiques (qui sont ceux utilisés dans ce chapitre), pour mieux comprendre les
concepts statistiques quantiques, et en particulier ceux qui sont a 'ceuvre en optique
quantique.

6.2 Rappels sur les processus aléatoires

6.2.1 Définitions

Un processus aléatoire z(t) peut étre défini comme un ensemble statistique de fonc-
tions, dont chaque réalisation est associée a un tirage de variables aléatoires. Pour illustrer
cette notion, nous considérons le processus aléatoire V' (¢) qui représente la vitesse (plus
exactement sa composante suivant un axe) d’une grosse particule Brownienne, immer-
gée dans un fluide visqueux, qui subit des chocs incessants : sa vitesse présente donc de
brusques variations, qui ’écartent de la valeur nulle vers laquelle elle relaxe. On peut
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I’écrire

V(t) = 3 Vi H(t - t) et (6.2)
y4

ot H(u) est la fonction « marche » de Heaviside (H(u) = 0 pour v < 0; H(u) = 1 pour
u > 0). Les instants aléatoires ¢, sont répartis uniformément sur ’axe des temps (densité
). Les amplitudes V; des changements de vitesse sont des variables aléatoires de valeur
moyenne nulle, indépendantes, et de méme variance :

(Vi) =0 (6.3a)
(Ve Vi) = oy b (6.3b)

Les crochets ( ) désignent une moyenne statistique (moyenne d’ensemble).

Si on considére un tirage particulier de I’ensemble des temps t, et des amplitudes V,
on obtient une réalisation particuliére du processus (voir la figure 6.1). C’est I’ensemble
de ces réalisations qui constitue le processus.

En fait, on peut également considérer le processus x(¢) comme un ensemble infini de
variables aléatoires, paramétrées par le temps. Ceci nous permet de définir des propriétés
statistiques & un temps, comme la valeur moyenne & un instant donné

(x(t)) = (2)(t) (6.4)

o2(t) = (f2(t) — @) = (220) - (@) (6.5)

La connaissance de (z)(t) et 0,(t) ne donne aucune information sur la fagcon dont le
processus fluctue au cours du temps. Il semble clair que si on considére deux instants
t1 et ty extrémement voisins, x(t;) et x(ty) seront corrélés, tandis que si l'intervalle de
temps to — 1 est trés grand, x(t1) et x(ty) seront indépendants. Pour caractériser de fagon
quantitative cette propriété, on introduit la fonction d’autocorrélation

Fx(tl;tg) = <$(t1) I(t2)> . (66)

Cette propriété joue un role essentiel, comme nous allons le voir maintenant.

6.2.2 Processus aléatoire stationnaire et ergodique

On rencontre souvent des processus stationnaires, dont les propriétés sont invariantes
par translation dans le temps. La moyenne est alors indépendante du temps

(z(t)) = (x) (6.7)
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F1G. 6.1: Plusieurs réalisations du processus aléatoire représentant I’évolution au cours du temps
d’une composante de vitesse d’une particule Brownienne. Ce processus a une valeur moyenne
nulle, et un écart quadratique moyen oy .

tandis que la fonction d’autocorrélation ne dépend que de 7 =ty — 4
Nous nous limiterons & ce type de processus.

Nous admettrons de plus que tous les processus stationnaires que nous rencontre-
rons sont ergodiques : les moyennes temporelles effectuées sur une réalisation particuliére
pendant un temps « suffisamment long » coincident avec les moyennes d’ensemble cor-
respondantes. Ainsi

%L@@ﬁ_@> (6.9)
1

TA}@W@+TM#=@@M@+T»:FAﬂ (6.10)
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6.2.3 Propriétés de la fonction d’autocorrélation

La fonction d’autocorrélation I',(7) posséde un certain nombre de propriétés générales

(i) Lo(=7)=T.(7) (6.11)
(Il suffit d’utiliser la stationnarité pour le démontrer)

(ii) T, (0) >0 (6.12)

(iii) IT.(7)] <T,(0) (6.13)
(inégalité de Cauchy-Schwarz)

(iv) Ty(00) = () (6.14)

En effet, si 7 devient trés grand, les variables aléatoires z(t) et x(t + 7) sont
décorrélées. Ceci permet d’introduire un temps de corrélation 7., qui caracté-
rise la largeur de la fonction d’autocorrélation, et qui est tel que

(ivbis)  Tu(r>>7.) ~ (z)? (6.15)

On peut illustrer ces propriétés en calculant la fonction d’autocorrélation du processus (6.2)
(vitesse d’une particule Brownienne)

Ty (r) = (305" VeV H(t — t) e U H(t — ty + 7) e~ t47)) (6.16)
L v

Les variables aléatoires V; et t;, ne sont pas corrélées, et on peut factoriser les moyennes d’en-
sembles. En utilisant (6.3b), on obtient

Ty (r) = o 3 (H(t = te) H(t =ty + 1) e 220700 ) emo7 (6.17)
0

En utilisant 'ergodisme, et le fait qu’il y a g points ¢, par unité de temps en moyenne, on
transforme (6.17) en

Ty (r) = 02 ey / H(t — t0) H(t — ty + ) e~ 20010 gy (6.18)
Si 7 > 0, l'intégrale vaut
o 2au 1
My = — . 6.19
/0 e U 50 ( )
Si 7 <0, l'intégrale vaut
[e's) 9 e?aT
T dy, = . 6.20
/_T ¢ “ 200 ( )
Finalement, on obtient
Ty (r) = 05% el (6.21)

La figure (6.2) montre I'y/(7), qui posséde évidemment les propriétés (i) a (iv).
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Iy(r)

1
0 7.=—
(6%

FI1G. 6.2: Fonction d’autocorrélation du processus de la figure 6.1. On note qu’elle est paire,
maximale a l'origine, et qu’elle tend vers 0 ((V) = 0) pour 7 >> 7.

6.2.4 Processus aléatoire complexe, stationnaire, ergodique

Les définitions ci-dessus se généralisent sans grande difficulté & un processus aléatoire
complexe z(t). Il faut néanmoins prendre garde qu’a chaque instant z est en fait un
ensemble de deux variables aléatoires réelles (ou une variable aléatoire & deux dimensions)

=1z +iy = pe'? . (6.22)

Un processus aléatoire stationnaire complexe est d’abord caractérisé par ses propriétés a
un temps. La valeur moyenne est évidemment

(2(1)) = (2) = (&) + i{y) (6.23)

En ce qui concerne les moments d’ordre deux, il en existe quatre, que ’on peut caractériser
par la matrice des covariances a un temps

ot o]
[0%] = (6.24a)
L’ym OZJ
ol les variances o7 et o, sont définies par
o2 = (2%) — (2)? (6.24b)
oy = (%) — (v)? (6.24c)
Le terme non diagonal est symétrique
Oay = Oye = (zY) — (2)(Y) (6.24d)

Il obéit a l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Oy < (04 - 0)"/? (6.25)
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Le rapport o,,/(0,0,)"* est le coefficient de corrélation entre les parties réelle et imagi-

naire.

Les propriétés d’ordre deux que nous venons de définir sont des propriétés a un temps.
Pour caractériser 1’évolution temporelle du processus (supposé stationnaire), on pourrait
introduire des quantités analogues mais a deux temps. En pratique, pour les problémes qui
nous intéressent, nous nous contenterons de la fonction d’autocorrélation complexe définie
par

L.(1) = (z"(t) 2(t+ 7)) (6.26)
et qui vaut donc (avec des notations évidentes)
L.(1) =T.(1) + Ty(7) + [Ty (1) — Ty (—7)] (6.27)

Les fonctions d’autocorrélation complexes possédent de nombreuses propriétés utiles, dont
nous citons ici les plus importantes, qui généralisent celles vues au paragraphe 6.2.2 :

(i) Symeétrie par rapport a l'origine
L.(—7)=1"(7) (6.28)
(en vertu de (6.27) et de (6.11)).

(ii) Pour 7 =0, I', est donc réel, et positif

r,0)>0 (6.29)
(iii) Inégalité de Cauchy-Schwarz
IT.(7)| <T,(0) (6.30)
(iv) Si 7 tend vers I'infini, les variables aléatoires z(t) et z(¢ + 7) sont décor-
rélées
[.(r — 00) = (")) (2(t + 7)) = [{2)]” (6.31)
Comme au paragraphe 6.2.2, on pourra donc définir un temps de corrélation
T., tel que
(iv bis) L.(7 > 1) ~ [(2)] (6.32)

6.2.5 Densité spectrale de puissance

Rappelons que si une fonction complexe f(t) est de module carré sommable, on peut

définir sa transformée de Fourier f(w) telle que

£(t) = \/%_W /_ +: Flw)e “tdu (6.33)

1 oo wwt
flr=— /_ fear (6.34)
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Considérons un processus aléatoire complexe stationnaire z(t). A cause de la stationnarité,
le carré du module de z(t) n’est certainement pas sommable, et on ne peut donc définir
de transformée de Fourier. En revanche, si on consideére la fonction z.(t), égale a z(t) sur
I'intervalle [—%, %], et nulle en dehors, chaque réalisation z,(t) posséde une transformée
de Fourier z.(w), et il est alors possible de définir la densité spectrale de puissance par la

relation
S:(w) = lim —(|Z(w)[) (6.35)
Cette limite existe dans la plupart des cas présentant un intérét physique.

On peut facilement se convaincre que pour un signal aléatoire la phase d’une compo-
sante de Fourier n’a pas de signification particuliére, et que seule le module de I'amplitude
a une fréquence donnée a un intérét physique. Le spectre de puissance a donc une signi-
fication physique profonde.

De plus, le spectre de puissance posséde un certain nombre de propriétés intéressantes,
qui en font un outil trés utile. On a ainsi la relation

= (lz2(t)*) = /m S, (w)dw (6.36)

—00
Pour la démontrer, il suffit d’écrire 1’égalité de Parseval entre une fonction et sa transfor-
mée de Fourier

+00 9 +oo 9
| @Pa = [ 1fw)Pd (6.37)
appliquée a zp(t)

[Pt = [ [7(w)Pds. (6.38)

En prenant la moyenne statistique des deux membres, puis en passant a la limite apres
avoir divis¢ par 7', on obtient (6.36).

Remarque

La forme exacte de I’équation (6.38), sans aucun facteur 27, est liée a la définition (6.33) de
la transformée de Fourier.

La relation (6.36) permet de justifier 'appellation « densité spectrale de puissance ».
Si par exemple la variable complexe z(t) représente le champ électrique complexe d’une
onde progressive, (|z(¢)[*) est (& un coefficient multiplicatif pres) le vecteur de Poynting
moyen, c’est-a-dire la puissance totale moyenne transportée par l'onde (& travers une
surface donnée). Alors, S, (w)dw apparait comme la puissance moyenne transportée dans
une bande étroite dw autour de w, les puissances moyennes transportées dans les diverses
bandes de fréquence s’ajoutant directement.

Plus généralement, on montre que si on fait passer le signal z(¢) a travers un filtre
linéaire de gain G(w), le signal aléatoire z'(¢) obtenu en sortie a pour densité spectrale de
puissance

Sa(w) = 8. (w)|G(w)]? (6.39)
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En particulier, si le filtre est un filtre passe bande centré autour de wy, de largeur Aw, tel
que

IG(w)]? = rect (“A_wwo) (6.40)

la puissance en sortie du filtre est
(2] = S.(w)Aw (6.41)

En balayant la fréquence centrale du filtre, on peut ainsi déterminer la totalité du spectre
de puissance S,(w). En électronique, on dispose effectivement d’instruments, les analy-
seurs de spectre, qui sont fonctionnellement équivalents & un filtre passe-bande étroit
balayable et grace auxquels on peut mesurer la densité spectrale de puissance d’un signal.
En optique, les spectrométres & prisme ou & réseau réalisent également cette fonction?.

La densité spectrale de puissance d’un processus aléatoire est une quantité fonda-
mentale. D’une part, elle est mesurable. D’autre part, nous allons montrer qu’elle est
directement reliée a la fonction d’autocorrélation dont on a vu l'importance, et qui est
souvent la quantité la plus simple & manipuler dans les modéles théoriques.

6.2.6 Théoréme de Wiener-Khintchine

Ce théoréme se démontre simplement en généralisant la démonstration du paragraphe
6.2.5. Il suffit de noter que

20(t) = 2p(t +7) (6.42a)
a pour transformée de Fourier
(W) = Zr(w)e ™7 (6.42D)

Alors (en négligeant les effets de bords), le théoréme de Parseval permet d’écrire

[l @) @t = [1Z@)]" F(w)do (6.43)

En prenant la moyenne statistique, on a

/T (*(t) 2(t + 7))t = / (20 ()P e duw (6.44)

En divisant les deux membres par 7', et en passant a la limite, on obtient le théoréme de
Wiener-Khintchine

— I.(7) = / S.(w)e ™" dw (6.45)

La fonction d’autocorrélation d’un processus aléatoire est la transformée de Fourier de sa
densité spectrale de puissance, a un facteur /2w prés.

1On notera que ces appareils ne distinguent en général pas entre fréquences positives et négatives.
Dans ce cas, il convient de multiplier par 2 les seconds membres de (6.40) et (6.41).
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Remarque

On prendra garde au fait que lorsque la transformée de Fourier a été définie par les équations
(6.33) et (6.34) qui comportent des facteur v/27, la relation (6.45) ne comporte pas de facteur
V27, On en déduit la relation réciproque

S.(w) = % [0 e (6.46)

Pour illustrer le théoréme de Wiener-Khintchine, calculons a titre d’exemple la densité spec-
trale de puissance associée au processus aléatoire de la figure 6.1, dont nous connaissons la
fonction d’autocorrélation (6.21). D’apres (6.46), on a

Sy (w) = Lo b [T gl gt gy 6.47
V(w)_QWUV2a e e . (6.47)

L’intégrale vaut
-1 1 2«

— + — = 5
-+ wWw o+ 1w ot +w

et on trouve

1
Sv(w) = %U\Q/ Iz

1

— . 4
o? 4 w? (6.48)

On a une Lorentzienne, centrée a la fréquence nulle, et de demi-largeur « (figure 6.3). Les
fluctuations de V s’effectuent donc & des fréquences inférieures a .

Sv(w)

FI1G. 6.3: Densité spectrale de puissance associée au processus de la figure 6.1. En vertu du théo-
réme de Wiener-Khintchine, il s’agit de la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation
de la figure 6.2. On obtient un profil Lorentzien, de demi-largeur & mi-hauteur c.

Le théoréme de Wiener-Khintchine est fondamental dans de nombreux domaines de la
physique. En optique classique, il permet de relier le spectre obtenu par exemple avec un
spectrographe a prisme ou a réseau, avec la description théorique qui est nécessairement
statistique. Il se généralise directement en optique quantique.
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On peut, pour certains types de processus aléatoires qui se rencontrent par exemple
dans la description de la lumiére émise par une source traditionnelle, en donner une inter-
prétation intéressante. De tels processus aléatoires peuvent se développer, dans l'intervalle
T, sous la forme

2(t) =D bre (6.49)
k
avec, k étant un entier relatif
27
W = l{;? (6.50)

Dans le développement de Fourier (6.49), les coefficients by sont des variables aléatoires
complexes non-corrélées, c’est-a-dire telles que

(brbe) = 81O (6.51)
On en déduit alors immédiatement
(2 ()2t +7)) = 3 D (bibe)et e D)
k¢
— Z ske—iwk‘r
&

(6.52)

En remplagant, a la limite 7" — oo, la somme discréte Y, par lintégrale (Aw)™! [ dw
(avec Aw = 27/T'), on retrouve le théoréme de Wiener-Khintchine (6.45), en identifiant
les coefficients s, et le spectre sous la forme

sk = S(wr)Aw (6.53)

Dans cet exemple, le théoréeme de Wiener-Khintchine est relié au fait que les composantes
de fréquences différentes sont non-corrélées (incohérentes). On peut considérer qu'il s’agit
d’une justification de la régle énoncée dans les cours élémentaires d’optique, suivant la-
quelle les phénoménes d’interférence en lumiére polychromatique peuvent se calculer en
ajoutant les figures d’interférences calculées séparément pour chaque composante mono-
chromatique.

Remarques

(i) I convient de se souvenir que le théoréme de Wiener-Khintchine a une portée plus gé-
nérale que le développement (6.49), car la propriété (6.51) n’est pas vraie pour tous les
processus aléatoires, en particulier elle n’est pas vraie pour 'amplitude complexe d’un laser
monomode trés au-dessus du seuil.

(ii) On peut comprendre que I',(7) et la densité spectrale S, (w) jouent un role essentiel : ce
sont en effet des quantités invariantes par changement d’origine des temps, ce qui respecte
la propriété de stationnarité du processus. Au contraire, un échantillon donné z(¢), ou sa
transformée de Fourier, dépendent du choix arbitraire de l'origine des temps. Ce ne sont
donc pas des quantités fondamentales.
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6.2.7 Processus aléatoire quasi-monochromatique

On rencontre souvent des signaux quasi-monochromatiques, dont le spectre est limité
a une bande de fréquences étroite, de demi-largeur Aw, autour d’une fréquence centrale
wp. C’est par exemple le cas du champ électrique aléatoire F(t) dont on a représenté le
spectre sur la figure 6.4.a, et qui est associé a une raie spectrale étroite. Comme FE/(t)
est réel, son spectre est symétrique. Nous pouvons associer & tout échantillon particulier
E(t) son signal analytique £(t), obtenu en ne gardant que les fréquences positives dans la
transformée de Fourier de £(t). On a donc

E(t) = E(t) + £*(¢) (6.54)

En considérant ’ensemble des échantillons £(t), on définit le processus aléatoire complexe
E(t), dont la densité spectrale de puissance, représentée sur la figure 6.4.b, est une raie
unique centrée en wy. Il est alors naturel d’écrire

E(t) = A(t)e ™0t = A(t)ei¢M) g iwot (6.55)

et la quantité A(t), que nous appellerons « amplitude complexe », a un spectre centré
autour de la fréquence nulle (figure 6.4.c). Le processus aléatoire A(t) (et en particulier
son amplitude A(t) et sa phase ¢(t)) fluctuent donc a une échelle de temps qui ne peut

étre plus rapide que Aw™!.

A SE(W)

—Wo Wo
A Se(Ww)
(b)
Wo
Sa(w)
0 w

F1G. 6.4: Densité spectrale de puissance d’un champ réel aléatoire quasimonochromatique (a),
de son signal analytique (b), de son enveloppe complexe A(t) définie par (6.55).
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La(r)

m/\/\/\M MM\AA/\ b)

FIG. 6.5: Fonctions d’autocorrélation de 'amplitude complexe et du champ complexe, pour une
raie quasi monochromatique.
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Le théoreme de Wiener-Khintchine nous permet de calculer la fonction d’autocorré-
lation de A(t). Si S4(w) est pair, I' 4(7) est une fonction réelle (figure 6.5.a). Sa largeur,
qui permet de définir le temps de corrélation, vaut
1
T Aw

La fonction d’autocorrélation du champ complexe s’exprime simplement en fonction
de I'4(7). En utilisant (6.55), on a

Pe(r) = Ta(r) e ™7 (6.57)

(6.56)

Te

Les parties réelle et imaginaire de I'g(7) (figures 6.5.b et 6.5.c) sont donc des fonctions
oscillantes en cosinus et en sinus, dont 'enveloppe est I 4(7). Le temps de corrélation est
donc le méme pour A(t) et pour £(t). En optique, ce temps de corrélation s’appelle la
cohérence temporelle.

6.3 Emission spontanée dans un mode laser : équa-
tion de Langevin

6.3.1 Role de I’émission spontané

On sait qu'un atome porté dans un état excité est susceptible de se désexciter spon-
tanément vers n’importe quel niveau inférieur, en émettant un photon (cf. Chapitre 2,
Paragraphe 1.3). Ainsi, dans notre modele d’atomes a deux niveaux, les atomes por-
tés dans le niveau |b) peuvent passer dans le niveau |a) indépendamment du processus
d’émission stimulée qui est lié au champ laser déja présent. Jusqu’ici nous avons négligé
ce phénomeéne, d’une part devant la désexcitation de |b) vers d’autres niveaux (taux I'p),
et d’autre part devant les transitions stimulées responsables de 'effet laser. Cette approxi-
mation était justifiée au niveau de I’établissement des équations du laser, et en particulier
du calcul du coeflicient d’amplification.

Pourtant, I’émission spontanée dans le mode laser constitue un phénomeéne important
a plusieurs égards. D’abord, comme nous 'avons déja indiqué (chapitre 5), c’est ce phéno-
meéne qui permet au laser de démarrer lorsque le mode est initialement vide : ce n’est qu’a
la suite d’une premiére émission spontanée, que le champ peut croitre jusqu’a atteindre
la valeur stationnaire calculée au chapitre 4.

De plus, et c’est cet aspect qui nous intéresse ici, le champ émis par émission spontanée
est sans relation de phase particuliére avec le champ laser déja établi dans le mode, auquel
il vient se rajouter. Le champ laser subit alors une modification aléatoire d’amplitude et
de phase (cf. Figure 6.6).

Sous l'effet des émissions spontanées successives, le champ laser fluctue donc en am-
plitude et en phase. Ces fluctuations constituent des caractéristiques importantes de la
lumiére laser, que nous nous proposons d’étudier dans la suite de ce chapitre.
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axe imaginaire

»

\
1
I 2z
| | axe réel

F1G. 6.6: Champ laser représenté par son amplitude A dans le plan complexe (vecteur de
Fresnel). A la suite de I’émission spontanée d’amplitude complexe Asp dans le mode laser (la
phase de Ag), est quelconque) le champ laser devient A’ : 'amplitude et la phase ont varié.

6.3.2 Evolution entre deux émissions spontanées

Dans ce chapitre, nous nous restreignons au cas d’'un laser monomode de type A, ou
le temps de relaxation des atomes (I';) ™! est plus court que le temps d’évolution du mode
(Veav) L. Nous avons vu que 'amplitude complexe du champ du mode laser obéit alors a

I’équation
dA  Yeay r
_— = _]_ .
7 5 < +1+2A2>A (6.58)

léat

Comme nous nous intéressons aux petites fluctuations, nous écrivons I’amplitude A sous
la forme

A= [Ag+a(t))e” (6.59)

ou Ay est solution stationnaire de (6.58)

]ga
Ag=+r—1 2t (6.60)
9, . . . dA . . -
Rappelons que Iéquation stationnaire == = 0 ne contraint pas ¢, qui peut prendre n’im-

porte quelle valeur.

Sous l'effet de ’émission spontanée (et éventuellement de perturbations comme les
vibrations des miroirs, ou les fluctuations du gain), 'amplitude .A(t) va présenter des
fluctuations, et nous la décrirons donc comme un processus aléatoire complexe.

La décomposition (6.59) permet de faire apparaitre deux processus aléatoires réels,
a(t) et ¢(t). Nous remplagons A(t) par son expression (6.59) dans ’équation d’évolution
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(6.60), et nous ne gardons que les termes d’ordre 1 en a(t) (les termes d’ordre 0 s’éliminent
en vertu de (6.60)). On obtient

da do r—1
4 ilA = S .61
dt‘|‘2( D+a)dt Veav , a (66 )
La partie imaginaire donne 1’évolution de la phase
do

Entre deux émissions spontanées, la phase n’évolue pas.

La partie réelle de (6.61) donne 1'évolution de I’amplitude

da r—1
— M — 6.63
dt Yea ” ( )
Aprés une émission spontanée a I'instant ¢;, ’amplitude relaxe vers sa valeur stationnaire

r—1 }

alt) = a(t) H(t — t;) exp | - Yeas——(t ~ 1) (6.64)

La figure (6.7) donne un exemple d’évolution possible du module Ay + a(t) de 'amplitude
du mode.

A A(t)= Agt+a(t)

t

FIG. 6.7: Evolution aléatoire du module de amplitude A(t) du champ laser. A chaque émission
spontanée (de phase aléatoire) A(t) est écarté aléatoirement de sa valeur d’équilibre Ay, vers
laquelle il relaxe sous l'effet du terme de saturation du gain. Pour un laser trés au-dessus du
seuil, la fluctuation relative o,/Aq est de I'ordre de N —1/2 N étant le nombre de photons dans
le mode laser : noter que la valeur de o, est trés exagérée sur la figure.

6.3.3 Terme d’évolution da a I’émission spontanée

On sait que ’émission spontanée est un phénomene qui reléve fondamentalement de
la théorie complétement quantique de l'interaction atome-rayonnement. Dans le contexte
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de la théorie semi-classique que nous utilisons, ol nous ne considérons que des champs
classiques, nous admettrons que ’on peut rendre compte de fagon heuristique de I’émission
spontanée de la fagon suivante.

Lorsqu’une émission spontanée a lieu dans le mode laser, 'amplitude complexe A(t)
change brutalement. On peut traduire cette variation par un terme supplémentaire dans
I'équation d’évolution (6.58) du mode p que nous écrirons (en écrivant explicitement
'indice p, pour rappeler qu’il s’agit de I’émission spontanée dans ce mode particulier)

{dd_“ﬂsp ) (6.65)

ol ((t) est un processus aléatoire stationnaire, de valeur moyenne nulle

(@) =0 (6.66)

Sa fonction d’autocorrélation est trés courte, et nous la représentons par une « fonction
de Dirac » sous la forme

Le(7) = N ISP (ALPRON)26(7) (6.67)

Dans cette expression, A},ph‘)t est 'amplitude du champ associé & 1 photon dans le mode
p. En écrivant que I'énergie correspondante vaut hiw,, on a donc

_ [T (6.68)

Alphot
280 ‘/;av

Par ailleurs, NV, est le nombre d’atomes (interagissant avec le mode laser) dans le niveau
supérieur de la transition laser, et I'}P est le tauz d’émission spontanée dans le mode laser
pour un atome dans le niveau b, de sorte que N,IP est le nombre d’émissions spontanées
par seconde dans le mode p.

Nous ne chercherons pas a démontrer la formule (6.67) de fagon rigoureuse, mais nous
pouvons la justifier. Si nous admettons qu’a chaque émission spontanée dans la cavité
vide et supposée parfaite le champ augmente brutalement, on peut écrire 'amplitude
supplémentaire due & I’émission spontanée

[Ap(t) ZAlphOtH (t = t;)e’® (6.69)

Les instants ¢; d’émission spontanée sont aléatoires, et il y en a en moyenne N,IP par
unité de temps. Les phases ¢; sont des variables aléatoires indépendantes, équiparties sur
I'intervalle [0, 27]. La fonction H(u) (fonction de Heaviside) est la « fonction marche »
qui vaut 0 pour u < 0, et 1 pour u > 0. On sait que sa dérivée est la « fonction de Dirac ».
On peut alors, en utilisant (6.69) et (6.65), évaluer la fonction d’autocorrélation de ()

Te(r) = (APr)? ZZ@ P (L —1;)0(t — ty — 7)) (6.70)
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Comme ¢; et ¢ sont indépendantes
<ei(<Pk_‘Pj)> =" (6.71)
(ot 94, est le symbole de Kronecker), et (6.70) se réduit a

T(7) = (APM)? D 240(t = 1))d(t — t; — 7)) (6.72)

J

Il suffit alors de remplacer la sommation discréte 3°; par la somme continue N,I3P [ d’
(car NpI"P est la « densité » des points ¢; sur I'axe des temps) pour obtenir I'expression
(6.67). On a en effet

(3 0(t = 1)d(t — t; — 7)) — NI / di's(t —t)o(t —t +7) = N,IP3(7r)  (6.73)

6.3.4 Taux d’émission spontanée dans un mode de la cavité

Pour pouvoir utiliser la formule (6.67), il nous faut connaitre la valeur du taux I'}?
d’émission spontanée dans un mode de la cavité, pour un atome excité dans 1’état b.

Nous admettrons le résultat suivant, qui peut étre obtenu & partir de la théorie de
I’émission spontanée dans le cadre de 'optique quantique : le taux d’émission spontanée
est égal au taux d’émission stimulée lorsqu’il y a un photon résonnant dans le mode. En
d’autres termes, si nous considérons le terme de couplage de I’équation (V.5.22), nous
obtenons I';? en prenant le nombre de photons N déja présents dans le mode égal & 1. On
a donc
[P =k (6.74)

P

Cette relation permet d’exprimer simplement le taux N,I[';” d’émission spontanée dans
le mode p, intervenant dans I’équation (6.67). En nous limitant au cas d’un laser a 4
niveaux, on sait qu’en régime stationnaire

N, = AN, = VH (6.75)
et donc
= NI = Yeay (laser & 4 niveaux) (6.76)

Pour un laser quelconque, le taux d’émission spontané dans le mode laser vaut, en
régime stationnaire

Ny

e (6.77)

—— NbF;p =

Dans la suite, nous nous limiterons au cas du laser & 4 niveaux pour ne pas alourdir les
formules.
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6.3.5 Equations de Langevin pour ’amplitude et la phase

Si on rajoute le terme (6.65) d’émission spontanée a 1'équation d’évolution (6.58), on
obtient une équation qui posséde un terme source constitué d’une succession d’impulsions
trés breves, a des instants aléatoires. Une équation de ce type a été introduite par Langevin
a propos du mouvement Brownien. De trés nombreux phénomeénes sont régis par des
équations de ce type.

Apres la linéarisation vis-a-vis des petites fluctuations a(t), on obtient I’équations de

Langevin associée a (6.61) :

da d r—1 ,

— +i(Ado + a)—(b + Yeav——a = ((t)e W (6.78)
dt r
Le processus aléatoire complexe ((t) a été introduit au paragraphe 6.3.3. Il s’agit d’une
succession, & des instants aléatoires, d’impulsions complexes de module APt et de phase
aléatoire. Nous avons évalué le taux (moyen) de ces impulsions (Equation 6.76), et en
deéfinitive ((t) est caractérisé par une fonction d’autocorrélation

Le(r) = Yeav (AP §5(7) (6.79)

Comme le processus ((t) est manifestement invariant par rotation dans le plan complexe,
le processus ((t)e~**") apparaissant dans (6.78) a les mémes propriétés statistiques que

¢(t)-

En prenant les parties réelles et imaginaires de (6.78) nous obtenons

da r—1

— % + ’YcavT(Z = Cl (t) (680)
do B i

— 2 Lo (6.:1)

ou (1(t) et (o(t) sont deux processus aléatoires réels indépendants, ayant les mémes pro-
priétés statistiques que les parties réelle ou imaginaire de ( (), c’est-a-dire

(1) =(¢) =0 (6.82)

Yeav hot \ 2
o (r) = Ta(r) = 220 (atw)2(7) (6.8
La premiére équation de Langevin (6.80) est analogue a 1’équation d’évolution d’une
composante de la vitesse d'une particule Brownienne, soumise a ’amortissement visqueux
du fluide dans lequel elle est plongée, et aux chocs incessants des molécules du fluide.

La deuxi¢me équation de Langevin (6.81) correspond & une marche au hasard a une
dimension, dont le coefficient de diffusion (produit du carré moyen du pas élémentaire par
la moitié¢ du taux moyen des pas) vaut

Yeay Alphot 2
D = .84
; ( T (6.84)
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On peut donc se représenter I’évolution de la phase comme une marche au hasard de pas
¢lémentaire (petit devant 27)

Alphot
Ao

se produisant a un taux 2¢*. Nous y reviendrons dans la partie 6.5.

Sp = (6.85)

Ces deux équations de Langevin vont nous permettre d’étudier respectivement les
fluctuations d’amplitude et de phase d’un laser, sous l'effet de ’émission spontanée.

6.4 Fluctuations d’amplitude d’un mode laser

6.4.1 Solution stationnaire de I’équation de Langevin

L’équation (6.80) se met sous la forme habituelle dans I'é¢tude du mouvement Brownien

da
pn +aa=C((t) (6.86)
ol «v est un coefficient d’amortissement, et la fonction d’autocorrélation de (i () vaut
Lo, (1) = Q) Gt + 7)) = 2 Dad(7) (6.87)

ou D, est un coefficient de diffusion qui s’exprime a l’aide de (6.83). Ce coefficient de
diffusion a la forme habituelle d’'un taux (nombre de pas par seconde) multiplié par le
carré du pas élémentaire du processus de diffusion.

Le processus aléatoire a(t) solution de ces équations atteint rapidement un état sta-
tionnaire, dont on peut calculer les caractéristiques. Pour cela, intégrons formellement
(6.86), ce qui donne

a(t) = /_ ; dt' ¢, (1) et (6.88)

On peut en déduire la variance de a(t)

(@2(t)) = [ L [ GG e (6.89)

En utilisant (6.87), on obtient

¢ ) D
— (@(t)) = / dt' 2D, 20—t — Za (6.90)
oo Q@
Ce résultat remarquable, établi par Einstein dans le cas du mouvement Brownien, a
une interprétation simple : le régime stationnaire résulte d’'une compétition entre un terme

de diffusion, qui tend & augmenter la variance (a?) suivant la loi

{%mhﬁ — 2D, (6.91)
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et un terme d’amortissement

{%((f}} = —2a/{a?) (6.92)

amort
Remarque

La relation d’Einstein originale s’applique a la vitesse d’une particule & I’équilibre thermo-
dynamique. En écrivant le principe d’équipartition de I’énergie, on obtient

1 1
kT == 2
5 ke 51M(v;)
d’oll on déduit
D kgT
=z _BY (6.93)
« m

C’est cette derniére relation qui est la relation d’Einstein au sens habituel. Elle montre que
fluctuations (D) et dissipation («) sont liés par une relation qui met en jeu la température.

6.4.2 Fluctuations d’amplitude pour un laser trés au-dessus du
seuil

En régime stationnaire, le module de amplitude A(¢) du mode laser est donc un
processus aléatoire dont nous admettons qu’il est stationnaire et ergodique. Sa valeur
moyenne

(A(t)) = Ao = (r— 1)18,;

est obtenue en prenant la solution stationnaire de ’équation d’évolution vue au chapitre
4. La variance des fluctuations est donnée par le résultat (6.90), o les coefficients « et D
sont obtenus en identifiant (6.86) et (6.80), (6.84) et (6.87).

—1
o — %”TT (6.95)

(6.94)

D = 1o (Athy? (6.96)

On obtient ainsi :

o2 = (%) == = (6.97)

D (APh)Z
o 4 (r—1)

Pour un laser trés proche du seuil d’oscillation, (r—1) est petit devant 1, et le deuxiéme
terme de (6.97) peut devenir tres grand. En revanche, dés que r est grand devant 1
(cas d’un laser tres au-dessus du seuil), la formule (6.97) montre que les fluctuations
d’amplitude sont de 'ordre de

Alph
[Oalrs1 & — (6.98)
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En introduisant le nombre N de photons dans le mode laser

N = ( Aﬁlgh)z (6.99)

on obtient la valeur relative des fluctuations d’amplitude

[Ua]r>>1 ~ 1
Ag 2vVN
On a vu que le nombre de photons stockés dans une cavité laser est trés grand, souvent
trés supérieur a 10'° (sauf dans les lasers & semi-conducteurs qui ont des cavités microsco-
piques). On voit donc que les fluctuations relatives d’amplitude du champ laser sont trés
modérées : un laser monomode trés au-dessus du seuil est a priori une source de lumiére
dont 'intensité est tres stable.

(6.100)

Remarques
(i) Il convient de ne pas confondre les fluctuations étudiées ici, qui sont les fluctuations d’am-
plitude du champ dans la cavité laser dues & I’émission spontanée, avec le bruit de grenaille
(« shot noise ») apparaissant dans le processus de détection photoélectrique, et qui serait
présent méme si 'amplitude du laser était rigoureusement constante. Si on s’intéresse aux
fluctuations du signal de photodétection, les deux fluctuations s’ajoutent.

(ii) On n’attachera pas trop d’importance a la valeur exacte du coefficient numérique de
léquation (6.100). Il existe en effet d’autres causes de fluctuations fondamentales, liées a
la nature discréte (quantifiée) des échanges d’énergie entre le champ laser et les atomes. Le
terme correspondant est du méme ordre que celui que nous avons calculé, auquel il vient se
rajouter.

(iii) Nous avons discuté ici les fluctuations fondamentales, qui constituent une limite infé-
rieure. Il existe bien siir de nombreuses causes techniques de fluctuations d’intensité : fluctua-
tions du gain de Pamplificateur (par exemple parce que le nombre d’atomes, ou le mécanisme
de pompage fluctuent) ; vibrations de la cavité qui conduisent a un défaut d’alignement et
donc & des pertes modulées. Ces bruits techniques sont souvent beaucoup plus importants
que celui que nous venons de calculer. Il est pourtant trés important de comprendre la limite
fondamentale afin de pouvoir identifier et réduire les imperfections techniques. C’est ainsi
qu’on obtient des lasers dont le bruit approche de la limite fondamentale, ce que 'on sait
faire aujourd’hui.

6.4.3 Densité spectrale des fluctuations d’amplitude

S’il est important d’avoir caractérisé 'amplitude o, des fluctuations d’amplitude du
champ laser, il est également utile de savoir quelles sont les fréquences de fluctuation les
plus importantes. En d’autres termes, nous souhaitons connaitre la densité spectrale de
puissance S,(2) de a(t). Nous 'obtiendrons grace au théoréme de Wiener-Khintchine, et
nous calculerons donc la fonction d’autocorrélation du processus aléatoire réel a(t). En
partant de (6.86) et en généralisant le calcul ayant donné o2, nous pouvons écrire

La(r) = (a(t)alt + 7))

t t 6.101
= / dt’/ dt"2D, 6(t' — ") exp[—a(2t + 7 — ' — t")] ( )
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Pour terminer le calcul, il faut faire attention au signe de 7. On trouve finalement,
aprés un calcul analogue a celui du paragraphe 6.2.4 (équations 6.26 a 6.29), la fonction
paire

D,
To(r) = =2e ol = g2 g7l (6.102)

o a

La transformée de Fourier (& v/27 prés) nous donne la densité spectrale de puissance des
fluctuations d’amplitude

1 e .
Sa(w) = %/_OO e T, (T)dr

_Dl Qo
ama?+w?

(6.103)

Il s’agit d’une Lorentzienne (cf. figure 6.3) dont la largeur est 2, c’est-a-dire I'inverse
du temps caractérisant le rappel de 'amplitude vers sa valeur d’équilibre sous 'effet du
terme de saturation. Pour un laser trés au-dessus du seuil (r > 1), cette largeur est de
ordre de ey (cf. Equation 6.95).

Remarque

En utilisant la transformée de Fourier inverse pour 7 = 0, on peut exprimer la variance o2,

comme I',(0), c’est-a-dire I'intégrale de S,(£2) sur tout le spectre

0?2 =T,(0) = /+OO S, (w) dw = D (6.104)

o

On retrouve évidemment le résultat des paragraphes précédents.

6.4.4 Photodétecteur éclairé par un faisceau laser : fluctuations
du photocourant

Si on mesure, avec un détecteur photoélectrique, la puissance du faisceau sortant du laser, le
photocourant obtenu est proportionnel au carré du module de I’amplitude du champ laser, soit
c 250‘/::av

c
Iy(t) =ne Np—T = neg T o

|A(t)[? (6.105)

Dans cette formule, n s’appelle le « rendement quantique » du détecteur, e est la charge de
I’électron. Le photocourant va fluctuer, et reproduire les fluctuations de |A(t)? = [A(¢)]%.

Pour un laser trés au-dessus du seuil, on a vu que
|A(t)] = Ao + a(t) (6.106)

a une fluctuation relative trés petite devant 1. Il en est de méme des fluctuations relatives du
photocourant, et on a

. 1
Tla — 9% (6.107)

Id AO \/:Np
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De méme, la fonction d’autocorrélation
F]d(T) = <Id(t) Id(t+T)> (6108)
est proportionnelle &

L a2(7) = ([A0)] - [A(t +7)]%) > Ag + 445(a(t) - a(t + 7))
(6.109)
= Aj +4A2T, (1)

En soustrayant le terme constant Aé (qui donne un pic a 'origine dans le spectre), on voit que la
densité spectrale de puissance du photocourant est proportionnelle a celle S, (€2) des fluctuations
d’amplitude (Equation (6.103)). Le coefficient de proportionnalité découle des équations ci-
dessus. On lobtient plus facilement en utilisant (6.80), et en se souvenant que

+oo
o1, = / S, (Q)dQ (6.110)

Remarque

Rappelons qu’il ne faut pas confondre les fluctuations décrites ici, dues a 1’émission spontanée
dans l'amplificateur laser, avec le bruit de grenaille de la photodétection qui a un spectre
blanc.

6.5 Diffusion de phase. Largeur de raie d’un laser trés
au-dessus du seuil

6.5.1 Laser trés au-dessus du seuil

Nous venons de voir que pour un laser trés au-dessus du seuil, les fluctuations relatives
de Pamplitude A(t) du champ laser sont trés petites, et Uextrémité du vecteur de Fresnel
représentant amplitude complexe A,(t) (Equation (6.25)) se trouve pratiquement sur le
cercle de rayon Ay (Figure 6.8).

Alors, on a vu que I’équation d’évolution de la phase est donnée par I’équation (6.81)

do 1
%= 2e (6.111)

Le processus aléatoire (»(t), lié & I’émission spontanée, est de moyenne nulle, et sa fonction
d’autocorrélation, qui est égale a celle de (;(t) (Equation (6.84)) vaut

Le,(7) = %(«4}}’“)25(7) (6.112)
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axe imaginaire
A

axe réel

F1G. 6.8: Amplitude complexe du mode d’un laser trés au-dessus du seuil. Le module est
constant, et la phase effectue une marche aléatoire.

6.5.2 Diffusion de la phase

L’équation (6.111) est une équation de Langevin, décrivant 1’évolution de la grandeur
aléatoire ¢(t) sous l'effet du terme fluctuant du second membre. Mais & la différence de
I'équation (6.80), I'équation sans second membre ne posséde aucun terme d’amortissement
susceptible de rappeler ¢(t) vers une valeur stationnaire, et la phase diffuse librement.

A chaque instant, la phase ¢(t) est donc une variable aléatoire équipartie entre 0 et
2m. 11 est important de ne pas confondre ce résultat avec la conclusion du paragraphe
4.3.4 du chapitre 4 (relatif a la brisure spontanée de symétrie). Nous avions alors conclu
que 'amplitude du mode laser devait s’exprimer comme Aj €’?, en prenant ¢ comme une
variable aléatoire, mais nous n’envisagions alors pas d’évolution temporelle de ¢, dont
la valeur restait constante pour une réalisation donnée. Il y a ici une notion nouvelle :
la variable aléatoire ¢ diffuse librement au cours du temps. Nous pouvons résumer cette
discussion en écrivant

o(t) = do + (1) (6.113)

expression dans laquelle ¢y est une variable aléatoire équipartie sur 'intervalle [0, 27],
tandis que o(t) est un processus aléatoire obéissant a I’équation (6.111), et tel que ¢(0) =
0.

Le probléeme de ’évolution de ¢(t) sous l'effet de la « force de Langevin » du second
membre de (6.111) est bien connu : il s’agit d’'une marche au hasard & une dimension,
caractérisée par le coefficient de diffusion

Alphot 2
D, = Jeav ( v ) (6.114)
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On peut la considérer comme constituée de pas élémentaires de valeur quadratique
moyenne

1phot
1Al

V2 A

le nombre moyen de pas par seconde étant ey -

Ap

(6.115)

Pour simplifier les démonstrations, nous nous autorisons & considérer une version sim-
plifiée de ce probléeme de marche au hasard & une dimension, en admettant que la phase
©(t) varie exactement de £Ap (donnée par (6.115)) a chaque saut. On a donc, aprés N
pas élémentaires

N
oN =Ap > ¢ (6.116)
j=1

ou les €; sont des variables aléatoires indépendantes, valant 1, de valeur moyenne nulle,
c’est-a-dire que

(e;)=0 (6.117)
(eje) = 0y (6.118)
On en déduit donc
{en) =0 (6.119)
et
(Pn) =D > > (ejer) = NAp®. (6.120)
FT
En moyenne, au bout du temps ¢, le nombre N de pas vaut 7.yt, et on écrira donc
{p(t)) =0 (6.121)
et
o2(t) = ([p(t)]?) = 2D, ¢ (6.122)

Il faut faire attention au fait que le processus aléatoire p(t) n’est donc pas un processus
stationnaire, puisque sa variance croit avec le temps.

En fait, ¢(t) est un processus & accroissements stationnaires, ce qui veut dire que
Ap(t, t2) = ¢(ta) — p(t1) (6.123)
est une variable aléatoire stationnaire, de valeur moyenne nulle

(Ap(t,t2)) =0 (6.124)
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et dont la variance
0A, = 2Dty — 1] (6.125)

ne dépend que de la différence t5 — t;.

On peut étre plus précis, et montrer que Ay est une variable aléatoire gaussienne,
dont la densité de probabilité est

p(Ap) = \/2—%% exp ( A—w?> (6.126)

_2JZ¢
En effet, la quantité ¢ (équation 6.116) résulte de l'addition d’un grand nombre de
variables aléatoires indépendantes, ayant la méme variance. On peut alors appliquer le

théoréme de la limite centrale, qui stipule que cette somme a une distribution gaussienne,
dont la variance est la somme des variances élémentaires.

Nous constatons alors que, bien que ¢(t) ne soit pas un processus stationnaire,
explip(t)] est un processus stationnaire. En effet, sa fonction d’autocorrélation s’écrit

(et i)y — (it ta))

et la loi de probabilité (6.126) de Ag(t1,t2) ne dépend que de ty — t;. Cette fonction
d’autocorrélation se calcule aisément en utilisant (6.126), puisque

(€29) = [ e2op(ag)d(Ap)

n’est autre que la transformée de Fourier de p(Agp) prise pour la valeur 1 de la variable
conjuguée. On sait que la transformée de Fourier d'une gaussienne d’écart type o, est
une gaussienne d’écart-type (oa,) ', et on obtient donc

2
(emit)eiet2)y — axp l—%} = ¢~ Dlt2—tal (6.127)

Le processus aléatoire ¢(t) (Equation (6.113)) est lui aussi un processus & accroisse-
ments stationnaires, et exp[i¢(t)] est stationnaire. Comme ¢y est équiparti sur l'intervalle
[0, 27], on a

() = (%) = 0 (6.128)

et la fonction d’autocorrélation du terme de phase vaut donc

. (e7i#(1)gid(t2)y — o= Delto—ta] (6.129)
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6.5.3 Cohérence temporelle. Largeur de raie

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la fonction d’autocorrélation de I’am-
plitude complexe A(t) du champ laser

Ta(7) = (A(t)A(t + 7)€l =l
, (6.130)
= (A A(t+ 7)) <ez[¢(t+f)—¢(t)l>

Pour un laser tres au-dessus du seuil, nous négligeons les fluctuations d’amplitude, et nous
obtenons, en utilisant (6.129)

T u(7) = AZe=Delrl (6.131)
Le coefficient D, de diffusion de la phase est donné par (6.114).
En ce qui concerne le champ E(t), on a
Te(r) = AleDelrlgmicnT (6.132)

Les considérations du paragraphe 6.2.7 s’appliquent directement ici, et les fonctions d’au-
tocorrélation I' 4 (7) et I'¢(7) ressemblent a celles de la figure 6.5. On les a représentées sur
la figure 6.9. Le temps de corrélation 7. du champ, qui est aussi sa cohérence temporelle,
vaut

o= — (6.133)

Le spectre de I'enveloppe complexe A, obtenu en utilisant le théoréeme de Wiener-
Khintchine, est une lorentzienne de demi-largeur

Alphot 2 5 1
v = T 134
Ao ] 4 N, (6.134)

Aw =D, = %IW [

Pour le champ laser, le spectre est la méme lorentzienne, mais centrée sur la fréquence du
mode w, (voir figure 6.10, analogue & la figure 6.4)

Aj Aw
T (w—wp)? + Aw?

Se,(w) = (6.135)
Méme pour un laser tres au-dessus du seuil, la lumiére laser n’est donc pas parfaitement
monochromatique, & cause du phénoméne de diffusion de phase.

La largeur de raie associée a ce phénomeéne s’appelle « largeur de Schawlow-Townes ».
Le complément 3.6 montre comment on peut I'exprimer & I'aide de divers parameétres
connus des lasers. Ici, nous nous contenterons de noter que cette largeur est inversement
proportionnelle au nombre de photons N, dans le mode laser (cf. (6.134)). On pourra alors
se souvenir que si la largeur de Shawlow-Townes est extrémement faible avec les lasers
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La(r)

F1G. 6.9: Fonction d’autocorrélation du champ E(t) = A(t) e~ “»! d’un laser monomode idéal
trés au-dessus du seuil. La cohérence temporelle 1. est limitée par la diffusion de la phase.



100 CHAPITRE 6. DESCRIPTION STATISTIQUE DE LA LUMIERE LASER

A Sg(u))

2Aw

F1G. 6.10: Densité spectrale de puissance pour un laser idéal trés au-dessus du seuil. La largeur
de raie Aw est due a la diffusion de la phase. Noter que la largeur est trés exagérée : on a
généralement Aw < w, (w, est la fréquence du laser).

usuels « macroscopiques » (Aw/27 trés inférieur au kHz) elle est de 'ordre du mégahertz
pour les lasers & semi-conducteurs, dont les cavités ont des échelles trés inférieures au
millimetre. Cela représente encore des facteurs de qualité w/Aw supérieurs a 10%, ce qui
veut dire que la fonction d’autocorrélation du champ I'c posséde plus de 10® oscillations
dans le temps de cohérence 7. = Aw™! (Figure 6.9).

Remarques

(i) Le lien entre largeur de raie spectrale et diffusion de la phase peut se comprendre en
notant que si on écrit le champ

£,(t) = Agell?D) =]
la fréquence instantanée est

wlt) =~ 16(0) — wpt] = wp —

Un processus strictement monochromatique est donc lié & une phase parfaitement constante,
et réciproquement une fluctuation de phase est associée a un élargissement spectral.

(ii) Dans les lasers a semi-conducteur, il existe un couplage entre les fluctuations d’ampli-
tude et les fluctuations de phase, qui vient rajouter des fluctuations de phase généralement
supérieures & celles que nous avons étudié ici. La largeur de raie ultime est alors en général
plus grand que la largeur de Schawlow-Townes (facteur de Henry).

6.6 Description de quelques expériences d’interfé-
rences avec des lasers

6.6.1 Interférences a deux ondes a partir d’un laser

Considérons 'expérience de la figure 6.11, ot le faisceau laser est partagé en 2 faisceaux
qui se recombinent aprés avoir suivi des trajets différents. Les deux champs en sortie sont
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de la forme

E(r,t) = VT' €, (t - 5) (6.1362)
E"(x,t) =VT" &, <t —~ L—) (6.136b)

Y
Y

Y
Y

M, M,

F1G. 6.11: Schéma de base d’une expérience d’interférences a deux ondes. Les champs E'(r,t)
et E"(r,t) sont déphasés d’une quantité controlée par 'interférométre.

Dans ces expressions, 7" et T" sont des coefficients rendant compte de la transmission
de la puissance lumineuse le long de chaque voie, et décrivant en particulier ’action des
lames séparatrices. Les longueurs optiques L’ et L” caractérisent les retards dis a la
propagation depuis le laser, dont le champ est de la forme &,(t). Nous considérerons L' et
L" comme indépendants de la fréquence w, du laser.

Un photo détecteur placé au point r est sensible a l'intensité lumineuse

I(r,t) =2|E (r,t) + &" (v, 1)

— 2“‘6/’2 + |€//|2 + QR{(S/)*SII}] (6137)
On peut récrire cette expression, avec des notations évidentes
L/ L//
I(r,t) =2[T|E,(t — = )P+ T"E(t — =)
© 73 (6.138)
+ 2\/T’T”R{€;(t — ; 1EL(t — - )}

Cette expression mérite d’étre commentée. Pour 'instant, nous n’avons fait apparaitre
aucune moyenne, statistique ou temporelle. Il convient simplement de se souvenir que
lorsqu’on écrit que le signal photoélectrique est proportionnel au carré du module du
champ complexe, on suppose implicitement que le détecteur moyenne sur un nombre
suffisant de périodes optiques pour que tous les termes qui pourraient osciller & la fréquence
optique w,, soient moyennés.

En pratique, tout détecteur moyenne effectivement sur une certaine durée 6, et nous
observons en fait un courant « instantané », résultant d’une moyenne temporelle, pro-
portionnel & 'intensité lumineuse moyennée :

lg(t) =S [9(1‘, t) (6139)
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Dans cette expression, s est la sensibilité, et Iy est une moyenne temporelle

1 t
Iy(r,t) = - dt' I(r,t') (6.140)
0 Ji—o
On voit alors que 'expression (6.138) fait intervenir une fonction d’autocorrélation tem-
porelle

(0) 1 ad
IO (4, ta7) = 5/ A E*(1)E (8 + 7) (6.141)
t1

Nous considérerons d’abord le cas ot  est plus long que tous les temps caractéristiques
du probléme (temps de corrélation de 'amplitude et de la phase du champ laser). On
admet de plus que le champ laser est un processus stationnaire et stochastique, et on
peut remplacer la fonction d’autocorrélation temporelle F(gi) (t1,t; + 7) par la fonction

d’autocorrélation statistique
Le (1) =(E,(t) E(t + 7)) (6.142)

p

On a alors un photocourant stationnaire

i =2s[(T+T")Te(0) + 2vVT'T"Re{Te(7)}]

— 4 {1 +CRe {?Eo; H (6.143)

On a introduit le courant moyen
ig = 2s(T" +T")'¢(0) (6.144)

et le contraste

C = 2T’ T (6.145)
qui est un nombre compris entre 0 et 1.
Dans le cas d’un laser monomode, nous avons vu que
I.(7) |7-|> »
= —— rt 6.146
ro) P ( ) (6.146)
Si on fait varier
L — L"
T = (6.147)

soit en déplagant un miroir, le détecteur restant fixe, soit en déplagant le détecteur dans
le champ d’interférence, on voit des franges d’interférence de période 27 /w,, de contraste
Cexp (—lTT—‘) On voit qu’il est ainsi possible de déterminer la cohérence temporelle 7. de
la raie laser en mesurant I’évolution du contraste.
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At

LY

FIG. 6.12: Intensité détectée en fonction de la différence de marche dans un interférométre
a 2 ondes. Le contraste des franges tend vers 0 au-dela du temps de corrélation 7. (cohérence
temporelle). Noter que I’échelle n’est pas du tout respectée. Pour une raie laser visible de largeur
1 MHz, on a plus de 108 franges de bon contraste.

La formule (6.143) a en fait une portée beaucoup plus générale. Elle nous montre que
pour un champ lumineux stationnaire et ergodique, un interférometre fournit directement
la fonction d’autocorrélation du champ. En faisant varier la différence de marche 7, on peut
donc déterminer complétement I'g(7) /T'¢ (0). Par transformation de Fourier, on obtient (en
vertu du théoréme de Wiener-Khintchine) le spectre de puissance Sg(w) de la lumiére,
qui est le signal que l'on obtiendrait en explorant le spectre avec un spectrométre a
haute résolution (fonctionnellement un filtre optique de bande étroite, dont la fréquence
centrale est balayable, suivi d’un photodétecteur). Cette remarque est a la base de la
spectroscopie par transformée de Fourier, dans laquelle on enregistre un interférogramme
i(7) en balayant un miroir d’un interférometre de Michelson, et on calcule la transformée
de Fourier.

Remarques

(i) Le calcul ci-dessus, présenté dans le cas d’une raie laser, est valable quelle que soit la
lumiére analysée. En particulier, pour toute source stationnaire, la formule (6.143) montre
qu’un interférométre & deux ondes est en fait un autocorrélateur.

(ii) Dans le cas d’une source classique spatialement incohérente, la formule (6.143) reste
valable mais le contraste C peut étre trés petit si on ne prend pas de précaution particuliere
pour assurer la cohérence des deux faisceaux qui interférent soit en limitant la largeur de la
source, soit en placant le détecteur dans une surface de localisation des franges.
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6.6.2 Discussion

Dans les cours élémentaires d’optique, on explique les franges d’interférence en modé-
lisant la vibration lumineuse par un champ monochromatique

E(t) = Epe'®e ™" (6.148)
La phase ¢ de loscillation est parfaitement déterminée.

Nous avons présenté ici une situation un peu moins simple, puisque la vibration laser
peut se représenter d'une fagon analogue

E,(t) = Age'@e it (6.149)

mais ¢ est ici une variable aléatoire équipartie sur U'intervalle [0, 27] (cf. Equation (6.88),
de sorte qu’a chaque instant la valeur moyenne du champ est nulle

(E(t)) = Age™™rt (i) =0 (6.150)

Il est clair que si on voulait identifier la vibration lumineuse avec la moyenne du champ,
on serait incapable de rendre compte du phénomeéne d’interférence. Naturellement, si on
fait attention & introduire la moyenne statistique d’une grandeur convenablement choisie
(la fonction d’autocorrélation au paragraphe précédent), on trouve le résultat correct
c’est-a-dire celui qui est accord avec I’observation.

On peut donner une interprétation plus intuitive en remarquant que pour une expé-
rience donnée on a un échantillon particulier tiré d’'un ensemble statistique : alors, dans
I'équation (6.149), nous considérons la phase ¢ non pas comme une variable aléatoire mais
comme une variable fixée (mais inconnue). On peut alors adopter la méme interprétation
des interférences que celle donnée pour un champ monochromatique (6.148). Or cette
interprétation montre que la figure d’interférence ne dépend pas de la phase a 'origine,
puisqu’elle dépend de la différence des phases des deux champs qui interférent

E'(r,t) = VT'Ag exp (z {gb — Wy (t — £>}> (6.151a)
1
E'(r,t) = VT"Agexp (z {gzﬁ — Wy <t — L—)}) (6.151Db)
c
Le terme d’interférence

L — I
(ENVE" =VT'T" Al exp {z’wp( - )} (6.152)

est donc le méme, que ’on considére un échantillon particulier ou une moyenne statistique.

La situation est un peu plus subtile si on considére une différence de marche L" —
L' suffisamment grande pour que le retard soit beaucoup plus grand que le temps de
corrélation 7,. Alors nous sommes amenés a représenter les deux champs qui interférent
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6.151a) et (6.151b) avec des phases ¢’ et ¢” qui sont des variables aléatoires non-corrélées.
(
Le terme d’interférence s’écrit donc

L// _ L/ L "y
(EN*(E") = VT'T" A exp {iwp <T>} '@ =¢" (6.153)

A ce point, on obtiendra un résultat différent suivant que ’on considére ¢’ et ¢” comme des
échantillons particuliers fixés, ou au contraire comme des variables aléatoires sur lesquelles
il convient de prendre la moyenne statistique.

Si on a un détecteur qui effectue une moyenne temporelle grande devant le temps de
corrélation 7., les valeurs de ¢’ et ¢” fluctuent pendant le temps d’intégration, et le résultat
de la mesure est donné par la moyenne statistique de (6.153) (nous admettons qu’il y a
ergodisme). Or cette moyenne est nulle puisque ¢ et ¢” sont des variables aléatoires
indépendantes. Ce raisonnement prédit la disparition des franges lorsque le retard entre
les deux voies de I'interféromeétre est supérieur au temps de cohérence 7.. C’est le résultat
trouvé dans la partie 6.6.1.

Mais si nous supposons que le détecteur a un temps de réponse beaucoup plus court
que 7., il n’y a pas de raison a priori d’effectuer une moyenne statistique : pendant un
temps d’observation court devant 7., les variables ¢’ et ¢” peuvent étre considérées comme
des échantillons particuliers bien définis, et le terme d’interférence (6.153) n’est pas nul.
Si par exemple on a des franges spatiales et que 1'on enregistre une image de ces franges
avec une caméra rapide (& 1’échelle 7.) on observe l'interférogramme associé a la valeur
particuliere de ¢’ — ¢” & l'instant d’observation. Si on répéte 'observation un peu plus
tard, on observe l'interférogramme associé & une autre valeur de ¢’ — ¢”, c’est-a-dire les
mémes franges décalées d’une fraction aléatoire d’interfrange. En faisant la moyenne de
tous ces interférogrammes, on obtient finalement la disparition des franges, ce qui est en
accord avec le résultat obtenu en prenant la moyenne statistique (résultat du paragraphe
6.6.1).

Mais le raisonnement ci-dessus nous a permis de mettre en évidence un phénoméne que
nous n’avions pas prévu au paragraphe E.1, a savoir la possibilité d’observer des franges, a
condition d’utiliser une méthode d’observation convenable. L’observation confirme ’ana-
lyse faite ici. On peut se demander quel est le type de signal dont la moyenne statistique
refléte I'existence des franges « instantanées ». Il s’agit en fait d’un signal de corrélation
d’intensité, que nous allons présenter sur un exemple un peu différent.

Remarque

La discussion ci-dessus n’est pas académique. La mesure du diamétre apparent des étoiles par
Michelson, & I'aide de son interférometre stellaire, reposait sur ’observation de franges qui
bougeaient constamment & cause des turbulences atmosphériques. Le succés de I'expérience
reposait sur le fait qu’il arrive que le temps de corrélation des fluctuations atmosphériques
soit plus long que le temps de réponse de I'ceil.
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6.6.3 Battement entre deux lasers. Corrélation d’intensité

Considérons 'expérience de la figure 6.13, dans laquelle on combine les faisceaux issus
de deux lasers indépendants sur une lame semi-réfléchissante.

:

retard réglable —9—

Y PD
)= @ oscilloscope

it)

\
)
\

Laser 1

analyseur de spectre

FI1G. 6.13: Battement entre deux lasers. Le courant du photodétecteur peut étre soit observé
directement sur un oscilloscope, soit analysé en fréquence par un analyseur de spectre.

Le faisceau résultant tombe sur un photodétecteur qui fournit le courant i(¢). Nous
nous posons la question de savoir s’il est possible d’observer un terme d’interférence entre
les deux lasers. Si les deux fréquences sont différentes, ce terme se traduira par une mo-
dulation & la fréquence de battement.

Les deux champs qui s’ajoutent sur le photodétecteur sont

, L

& = VT A= exp <iw1—1) (6.154)
c
, L

Ey = VRA"?2792t) oxpy (iw2—2> (6.155)
c

Les phases ¢, et ¢5 sont des variables aléatoires non-corrélées. De plus, chacune fluctue
au cours du temps avec un temps de corrélation 7., et 7,.

Le photocourant i(t) vaut

i(t) =sI(t)
6.156
= 28“51’2 + ’82|2 + QR{ging}] ( )

Le terme d’interférence

Lo —w L] ; .
ErE = A1 AVTR exp {ZM} pilwi—wn)t i(d2—o1) (6.157)
C
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montre comme prévu un terme oscillant a la fréquence de battement. Mais en fait, si on
prend la moyenne statistique, on trouve qu’il est nul

(£1&) = VRV T exp

Z'WQLQ —wils ei(wl—wz)t<ei(¢2—¢1)> =0 (6158)
C

et on conclut qu’il n’y a pas de battement, ce qui est contraire a ’observation.

Reprenons maintenant la discussion du paragraphe 6.5.2, en adoptant le point de vue
que dans une expérience donnée on a un échantillon donné et non un ensemble statistique.
Ici, nous considérons donc ¢ — ¢ comme déterminé, et on s’attend a observer le batte-
ment, si le détecteur est assez rapide pour répondre a la fréquence w; — wo (qui peut par
exemple valoir 500 MHz). Le signal de battement peut alors s’observer sans ambiguité
sur un oscilloscope a mémoire, ol on capture une trace que ’on peut ensuite observer a
loisir, et sur laquelle on peut mesurer la fréquence de battement w; —w,. Ce raisonnement
conclut qu’il y a bien des battements observables.

On peut alors se demander s’il existe une grandeur dont la moyenne statistique réveéle-
rait l'existence du battement. La réponse est suggérée par une variante de I’expérience ot
le photocourant est analysé en fréquence par un analyseur de spectre : on s’attend alors
& voir un pic a la fréquence w; — wo.

Pour pouvoir décrire, cette expérience, nous devons nous souvenir qu’un analyseur de
spectre est fonctionnellement équivalent & un grand nombre de filtres passe-bande étroits
juxtaposés en paralléle, suivis de détecteurs de puissance. En utilisant le langage de la
partie 6.1, analyseur de spectre fournit la densité spectrale de puissance S;(€2) du courant

i(t).

Or nous savons (théoreme de Wiener-Khintchine) que S5;(€2) est la transformée de
Fourier de la fonction d’autocorrélation d’intensité

Ti(r) = (i()i(t + 7)) (6.159)

Nous avons d’emblée indiqué une moyenne statistique car un analyseur de spectre est un
instrument lent, qui effectue une moyenne temporelle longue devant les temps 7. et Ty,
et on admet qu’il y a ergodisme.

Le calcul de I';(7) met en jeu la fonction d’autocorrélation de I'intensité lumineuse
Di(7) = 8Ty (1) = 2T () (t + 7)) (6.160)
On a dans le cas qui nous intéresse
I(t) = Li(t) + L(t) + 2E7 (t)E(t) + 2&1 (1) E5 () (6.161)
avec

I(t) = 2T A? (6.162)
L(t) = 2RA; (6.163)
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indépendants du temps. D’autre part, en utilisant (6.157) on a

265 (1)) = VT Ty exp {z <#)} o=t iler—n) (6.164)
Dans le calcul de I';(7), les termes croisés du type
(I + L)2E; (t + 7)E(t + 7)]) oc (e!(P291)) (6.165)
sont nuls. Il en est de méme des termes

4EF) - E)EF(t+ T)E(t + 7))
oc expli[pa(t) — ¢1(t) + gt +7) — du(t +7)]} .

Par contre, le terme

AET(DE()E(E +T)E(t+ 7))
= Liloe "2 (exp{i[ga(t) — 91(t) — Pt +7) + ¢ (t +7)]})

n’est pas nul si 7 est plus petit que les temps de corrélation 7. et 7.. Dans ce cas, on a

(6.166)

Li(7) = (I + L)* + L L[e " 27 4 cc]
= (I; + L) + 211, cos(w; — wy)T (6.167)

(si 7 < Ty, Toc)

La transformée de Fourier de I';(7) posséde donc un pic & la fréquence w; — wy (et
naturellement le pic symétrique & —(w; — wy)). L’analyseur de spectre révele donc le pic
de battements.

L’expression (6.166) nous permet de trouver la largeur de ce pic. Suivant le modeéle
développé dans ce chapitre, nous admettons que les processus aléatoires associés a la phase
de chaque laser sont caractérisés par une diffusion de temps de corrélation 7., et 7.,. Les
deux lasers étant indépendants, on a

(exp{ilga(t) = @ot +7) + dr(t +7) — d1(D)]})

7] 7] 11 (6.168)
=exp |~ Jexp(—— ) =exp|— T—+T— | 7]
c1 c2 C1 C2

La transformée de Fourier de cette fonction est une Lorentzienne de largeur } + }, ce
€1 2

qui est la somme des largeurs de chaque raie laser. L’analyseur de spectre montre donc
un pic a la fréquence de battement, de largeur égale a la somme des largeurs de chaque
raie laser (raies Lorentziennes).

En conclusion, la grandeur statistique qui permet de montrer ’existence de battements,
est la fonction d’autocorrélation d’intensité qui est en fait une propriété statistique d’ordre
4 du champ lumineux. Cette propriété apparait naturellement quand on s’intéresse a
I’analyse spectrale du photocourant, qui lui-méme est une quantité du second ordre.
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Remarques

(i) Si au lieu d’avoir un profil Lorentzien les raies spectrales ont un profil gaussien, le batte-
ment a pour largeur non pas la somme simple, mais la somme quadratique (Aw? + Aw%)l/ 2
des largeurs.

(ii) Le raisonnement fait ci-dessus se transpose sans difficulté au domaine spatial, dans le cas
par exemple de linterféromeétre stellaire de Michelson (remarque du paragraphe 6.5.2). La
quantité mathématique qui rend compte de franges spatiales d’interfrange fixé, mais d’ori-
gine aléatoire, est la fonction d’autocorrélation spatiale I'y(a) = (I(r)I(r + a)).

6.6.4 Conclusion. Description d’une expérience particuliére par
des quantités statistiques

Nous avons rencontré ici un exemple des problémes qui se présentent au physicien qui
veut décrire une expérience particuliére a ’aide d’'un modele statistique qui ne permet a
priori que de calculer des moyennes d’ensemble. En fait, nous avons pu suivre une double
démarche.

La premiére consiste & extraire un échantillon particulier de I’ensemble, en identifiant
clairement une quantité aléatoire qui prend une valeur précise dans cet échantillon, et
a raisonner sur cet échantillon particulier tout en gardant en téte le fait que la quan-
tité aléatoire peut avoir n’importe quelle valeur. Cette facon de raisonner donne souvent
une image intuitive fructueuse des phénoménes. Bien menée, elle peut aussi donner des
résultats quantitatifs.

La deuxieme méthode consiste au contraire a identifier une grandeur dont la moyenne
statistique posséde deux propriétés : (i) elle est observable sur un seul échantillon en faisant
une moyenne temporelle, a cause de 'ergodisme; (ii) elle est suffisamment élaborée pour
donner 'information pertinente recherchée. En général, cette derniére démarche oblige &
considérer des propriétés statistiques d’ordre plus élevé. Elle a ’avantage de donner des
résultats plus quantitatifs. Elle est moins intuitive.

Ce type de considérations apparait aussi en physique quantique, par exemple en théorie
quantique de la lumieére. C’est par nature méme que les prédictions quantiques sont de
type statistique. Il arrive alors que 'utilisation de prévisions statistiques pour analyser
le comportement d’'un échantillon particulier pose probléme. On a souvent comme ici
la possibilité de suivre deux démarches, mais il faut prendre garde que la démarche du
premier type, qui consisterait a donner des propriétés définies & un échantillon particulier
d’un ensemble quantique, peut conduire & de graves incohérences (c’est le probléme de
I'impossibilité d’une description des propriétés quantiques par des « modeéles & variables
cachées », question longuement débattue entre Einstein et Bohr, et a laquelle John Bell a
apporté une réponse définitive). En physique quantique, il est beaucoup plus str d’avoir
recours & une démarche du second type : la difficulté est alors d’identifier la quantité
pertinente, dont la moyenne d’ensemble donne des informations sur une expérience unique.






Chapitre 7

Manipulation d’atomes par laser.
De I'optique photonique a I'optique
atomique

L’attribution en 1997 du prix Nobel de Physique & Claude Cohen-Tannoudji, William
D. Philipps et Steven Chu, pour « le développement de méthodes de refroidissement et
piégeage d’atomes par laser »!, est venue couronner un travail qui en moins de deux dé-
cennies a touché a la fois aux aspects fondamentaux de 'interaction lumiére-matiére, et
aux applications. Sur le plan fondamental, 'apparition de ce domaine de recherche a partir
des années 1980 a stimulé le développement de diverses méthodes théoriques pour décrire
les forces radiatives responsables des effets mécaniques du rayonnement sur le mouvement
des atomes. Au niveau expérimental, I'utilisation judicieuse des forces radiatives exercées
par des lasers a permis d’observer un amortissement spectaculaire des vitesses atomiques
— c’est-a-dire un refroidissement de la vapeur atomique. Ces progrés ont été caractérisés
par une remarquable stimulation croisée des avancées expérimentales et théoriques. Les
applications n’ont pas tardé & apparaitre dans le domaine de la spectroscopie de haute
précision, les atomes ultra-froids — c’est-a-dire lents, pouvant étre observés plus longtemps.
Aujourd’hui ’horloge atomique la plus précise du monde utilise des atomes refoidis par
laser ; 'interférométrie atomique permet des mesures d’effets inertiels (par exemple la ro-
tation de la terre) ou gravitationnels (les variations de la pesanteur liées a la composition
du sous-sol) avec une précision qui atteint déja celle des systémes traditionnels; la na-
nolithographie atomique pourrait offrir des solutions élégantes aux problémes que pose
la fabrication de composants microélectroniques toujours plus petits... Mais 'application
la plus spectaculaire du refroidissement d’atomes par laser est sans doute d’avoir permis
I’émergence d’un domaine de recherche nouveau, celui des condensats de Bose-Einstein
gazeux, a son tour couronné par le prix Nobel de E. Cornell, C. Wieman, et W. Ketterle
dés 20012. Cest en effet a partir d’échantillons d’atomes refroidis et piégés par laser qu’il
a été possible de franchir la derniére étape conduisant a la transition de phase prévue

Voir le texte des conférences Nobel dans : Review of Modern Physics, vol. 70, juillet 1998.
2Voir les textes des conférences Nobel dans Review of Modern Physics, vol. 74 (2002).
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par Einstein en 19243, et caractérisée par I’apparition d'une population atomique ma-
croscopique (un grand nombre d’atomes) dans un seul état quantique. Ce phénomeéne
rappelle la transition laser, caractérisée par 'apparition d’un champ macroscopique (un
grand nombre de photons) dans un seul mode du champ électromagnétique. L’analogie
est si frappante que I'on parle aujourd’hui de « laser & atomes ». On ne pouvait pas ré-
ver d'une meilleure conclusion pour ce cours ot 'interaction atome-rayonnement est une
source privilégiée d’exemples.

Dans ce chapitre nous mettons 'accent sur les aspects de base de la manipulation
d’atomes par laser, qui font appel a toutes nos connaissances sur I'interaction entre un
atome (ou une assemblée d’atomes) et la lumiére. Absorption, émission stimulée et émis-
sion spontanée sont les mécanismes de base des forces radiatives, et on peut donc consi-
dérer ce chapitre comme une application des notions mises en place dans les chapitres
précedents. L’intérét des forces radiatives, en tant qu’application de ce cours, est encore
accru par le fait que suivant les phénomeénes abordés, il est plus facile d’en donner une
image physique simple — et le traitement théorique correspondant — dans 'un ou 'autre
des modeles de l'interaction lumiére-matiére que nous avons déja cités : le modéle semi-
classique ou la lumiére est considérée comme une onde électromagnétique classique, ou
le modeéle quantique ou la lumiére est quantifiée et considérée comme formée de photons
qui transportent de la quantité de mouvement. Nous partirons du modéle semi-classique,
qui est particulierement fructueux pour introduire deux types de forces radiatives : la
pression de radiation résonnante et la force dipolaire. Mais nous verrons que si ce modeéle
semi-classique donne une image simple et fructueuse de la force dipolaire, c’est le mo-
dele quantique de la lumiére qui fournit I'interprétation la plus simple de la pression de
radiation résonnante. C’est aussi ce modeéle quantique qui est invoqué pour comprendre
les limites du refroidissement radiatif : nous verrons en effet que I’émission spontanée,
phénomeéne fondamentalement lié a la quantification du rayonnement, provoque des fluc-
tuations responsables d’un chauffage qui vient limiter la course aux basses températures,
a des valeurs déja spectaculaires puisqu’on est dans la gamme du microKelvin, & 107°
K du zéro absolu. Nous donnerons en conclusion un bref apercu sur les condensats de
Bose-Einstein gazeux et les lasers & atomes.

7.1 Forces radiatives

7.1.1 Atome & deux niveaux dans une onde laser quasi-
résonnante

Nous considérons un atome en mouvement dans une onde lumineuse monochromatique

E(r,t) = €E(r,t) = £Ey(r) cos|wt — ¢(r)] (7.1)

3A. Einstein, « Quanten theorie des einatomigen idealen Gases, Zweite Abhandlung », Preussische
Akademic der Wissenschaften, Phys.-math. Klasse, Sitzungsberichte, 1925, p. 3-14. Traduction francaise
dans : Albert Einstein, Quanta (Seuil/CNRS, 1989).
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quasi-résonnante avec une transition entre I’état fondamental |a) de 'atome d’énergie £,
et un état excité |b) d’énergie Ey(hwy = E, — E,) et de durée de vie 'L

Nous décrivons donc 'atome par un modeéle & deux niveaux, (cf. chapitre 2, partie 3),
et son état est décrit par un vecteur d’état |)) caractérisant a la fois son état interne
(espace &y = {|a),|b)}) et son mouvement (espace &, des états externes). Cet état se
représente donc par un spineur

Ya(r, 1)
) = (7.2)
y(r, 1)

oll 1,(r,t) est la fonction d’onde de 'état fondamental, et ¢,(r,t) celle de I'état excité.
Dans cette représentation, r est la position de 'atome (plus exactement celle de son centre
de masse) et on a donc fait implicitement 'approximation des grandes longueurs d’onde
(§ 2.3) dans laquelle on admet que la distance électron-noyau est trés petite devant la
longueur d’onde du rayonnement. L’atome apparait donc comme une particule & laquelle
on peut associer un opérateur position r, et sa complexité interne (noyau, électrons) est
totalement prise en compte par I'espace des états internes?.

L’évolution de ’atome est gouvernée par ’hamiltonien
H=Hy+ H; . (7.3)

La quantité H, est Phamiltonien de 'atome libre

0 O ~
. P2
Hy = + 57 (7.4)
0 th

ou la matrice, représentée dans la base {|a),|b)}, agit dans l'espace &y, tandis que le
terme d’énergie cinétique agit dans l'espace &, (P est 'opérateur impulsion atomique).
L’hamiltonien d’interaction H; s’écrit, dans I’approximation dipolaire électrique

H; = -D-E(f 1), (7.5)

ou r est 'opérateur position de 'atome, et D est 'opérateur dipolaire électrique dont les
composantes, pour un atome & deux niveaux, sont des matrices 2 x 2. Pour un champ
électrique de polarisation £, nous écrirons la composante D,

0 d.
D.=D &= : (7.6)
d. 0

4Insistons sur le fait que cette modélisation n’implique pas que le mouvement du centre de masse
soit décrit par un paquet d’onde quasi ponctuel (voir plus loin). C’est la distance électron-noyau qui
est négligeable devant la longueur d’onde, pas la taille de la fonction d’onde décrivant le mouvement du
centre de masse.
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et pour simplifier nous prenons d, réel. L’hamiltonien H; s’écrit, avec ces notations
H = —-D.E(i,t). (7.7)

L’hamiltonien d’interaction (7.5) agit donc a la fois sur I'état interne et sur l'état
externe de 'atome, qui est décrit de facon totalement quantique. En revanche, le rayon-
nement est traité de facon classique, et seuls les processus d’absorption et d’émission
stimulée sont pris en compte. L’émission spontanée est a priori « oubliée » dans cette
description, et nous devrons la rajouter phénoménologiquement, comme nous ’avons fait
au chapitre 2.

7.1.2 Paquet d’onde atomique localisé : limite classique

Il est intéressant de se placer dans la limite classique ou le mouvement de ’atome
est décrit comme celui d’une particule classique, ayant & chaque instant une position bien
déterminée. Nous supposons de plus que cette position est la méme pour I’état fondamental
et excité, et ’état atomique s’écrit alors

) = [ 9 1) = |20 6(r,1) (78)

ot ¢(r,t) est un paquet d’onde d’extension spatiale petite a 1’échelle de la longueur d’onde
A de I'onde lumineuse, localisé autour de r,;. Dans ces conditions, la position classique
r,; est évidemment confondue avec la valeur moyenne de 1’observable position

v = (WIEY) = [ d v, (7.9)

Nous pouvons alors appliquer le théoréme d’Ehrenfest, qui permet de montrer que la
vitesse classique

d

%rat (710)

Vat =

coincide avec la moyenne de l'opérateur impulsion P (divisée par la masse M).

Rappelons en effet que

d 1 1 P’
1 P (P)
=t P =y

ol 7 désigne une coordonnée cartésienne. On en déduit

_d,y_ (P
Vat = %(r> =7 (7.11)
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Il est important de bien comprendre la portée de ’approximation classique pour
le mouvement de ’atome. Elle ne doit pas étre confondue avec I'approximation des
grandes longueurs d’onde, qui stipule que la structure interne de 'atome (distance noyau-
¢lectrons) est petite devant A, ce qui permet de caractériser la position de l’atome par
une seule observable 1 (confondue avec la position du noyau, ou du centre de masse)4. Ici,
nous supposons en plus que cette fonction d’onde est un paquet d’onde trés bien localisé
a I’échelle de A, ce qui permet d’introduire une position atomique classique, et donc une
trajectoire atomique classique. La validité de cette approximation ne va pas de soi, et une
discussion générale sort largement du cadre de cet ouvrage®. Nous nous bornerons ici a
donner une condition nécessaire importante pour la validité de cette hypothése.

L’hypothése d'un paquet d’onde localisé & I’échelle de la longueur d’onde s’écrit
Ar; K A\ (7.12)
ou Ar; est 'écart quadratique moyen de la coordonnée r; de I’atome
Ari = I = rai)?10)
= [ @r(r - a2l 0l

(7.13)

Mais on sait que les dispersions en position et en impulsion sont liées par les relations de
Heisenberg,

Anﬁu1z§. (7.14)
La condition (7.12) implique donc
ap s I (7.15)
FTToNT )

Cette expression fait apparaitre une quantité dont la signification physique est manifes-
tement importante pour les effets mécaniques de la lumiére : il s’agit de

h
— =hk 1
- (7.16)

c’est-a-dire 'impulsion d’un photon de vecteur d’onde k£ = 27 /\. En divisant par la masse
atomique M, on fait apparaitre la vitesse de recul

Vi = — (7.17)

qui est typiquement (pour les alcalins) de 'ordre du cm /s, et dont la signification physique
est simple : c’est la vitesse d’un atome initialement au repos et qui absorbe ou émet un seul

>Voir par exemple : C. COHEN-TANNOUDJI : « Atomic motion in laser light » in « Systémes fonda-
mentaux en Optique Quantique/Fundamental systems in Quantum Optics », Elsevier (1991) : Cours des
Houches, Session LIII, 1990.
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photon ; c’est plus généralement le changement de vitesse atomique lors de ’absorption
ou de I’émission d’un seul photon.

Revenant a la condition nécessaire (7.15), nous voyons que ’approximation classique
pour le mouvement de ’atome nécessite que la dispersion sur la vitesse atomique

AP,

AV =
=

(7.18)

soit supérieure a la vitesse de recul Vy. La plupart des mécanismes de refroidissement
laser donnent des vitesses d’agitation thermique supérieures a Vg, et dans ce cas une
description classique du mouvement atomique est acceptable. Cependant, il arrive que le
refroidissement laser conduise a la situation ot AV est de 'ordre de Vg voire inférieur, et
il faut alors revenir & une description quantique du mouvement de I'atome.

Remarque

Rappelons que dans le cadre du modele semi-classique introduit ici, le concept de photon
n’a, en principe, pas sa place. Nous l'introduisons cependant pour donner une interprétation
simple du parameétre Vi qui apparait naturellement dans le calcul.

7.1.3 Force radiative

Plagons-nous dans le cadre de la limite classique du mouvement atomique (paquet
d’onde localisé), et appliquons maintenant le théoréme d’Ehrenfest a I'opérateur impul-
sion. On a

(B) = ([P, H]) = - ([P, A1) (7.19)

SR

puisque P commute avec Hy (Equation (7.4)). Dans H; (Equation (7.7)), P ne commute
pas avec E(r,t), et on a, en représentation {r}

P, E(i,1)] = ?V{E(r,t)} , (7.20)
d’ott 'on déduit
©P) = (D V{Br.1)) (7.21)

En utilisant la factorisation (7.7), on obtient

L P) = (el Do) - (5 VLB D)} (7.22)

Le paquet d’onde 1 (r,t) étant localisé spatialement autour de ry, le deuxiéme terme vaut
tout simplement

[ @rlete HEV{ER, 0} = V{ER, D}, (7.23)
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c’est-a-dire le gradient de E(r,t) pris en r,;. Finalement, I’équation d’évolution de I'im-
pulsion moyenne s’écrit

©P) = (D) V(B ), (7.24)

Compte tenu de (7.10), I’évolution de la position moyenne r,; du paquet d’onde clas-
sique obéit a I’équation

d2
M—gru =F, (7.25)
avec
F = (D)V{E(x,t)}., - (7.26)

L’équation (7.25) montre que la quantité F joue le role d’une force classique pilotant le
mouvement d’une particule classique de masse M et de position ry;.

Pour obtenir I'expression compléte de la force F, il faut expliciter la valeur moyenne
(ll} du dipole quantige au point r,;. Nous allons calculer cette valeur moyenne en ad-
mettant que 1’état interne de ’atome atteint un régime stationnaire vis-a-viss du champ
électrique au point r,;.

Remarque

L’expression (7.26) de la force est identique a celle obtenue pour un dipole électrique clas-
sique, placé en r,; dans un champ électrique €E(r,t), et de composante D, = (D,) sur la
direction £ du champ électrique.

7.1.4 Force radiative stationnaire pour un atome a deux niveaux
fermés

Nous admettons maintenant que 1’état interne de I'atome atteint un régime station-
naire au point r, sous 'effet du champ

E(r,t) =&€(xr,t) + " E%(r,1) (7.27a)
avec
Eo(r) .
E(r,t) = 02<r) el gmivt (7.27b)

Il s’agit d’un régime d’oscillation forcée a la fréquence w du champ, et on peut écrire
(D.) = gpa & + c.c. (7.28)
ou « est la polarisabilité de 'atome. C’est un nombre complexe

a=a +ia" (7.29)
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qui dépend a priori de w et de Fjy, et qui a la dimension du cube d’une longueur.

En reportant (7.28) dans (7.26), on obtient quatre termes, dont deux oscillent a 2w
et dont les effets sont nuls en moyenne dans le temps. Les deux autres termes n’oscillent
pas, et donnent

F = c0a E{VE Y}, + 00 E{VE s,

/EO //Eg
= o T{VEO(I‘)}I‘M + ot T{st?(r)}rat .

(7.30)

La force radiative comporte donc deux contributions. L’une, liée & la partie réelle o’ de
la polarisabilité (partie réactive de la réponse atomique) dépend du gradient de ’amplitude
(ou de l'intensité) de 'onde électromagnétique : on l'appelle « force dipolaire ». L’autre,
liée & la partie imaginaire o’ de la polarisabilité (partie dissipative de la réponse atomique)
dépend du gradient de la phase de 'onde : c’est la « pression de radiation résonnante ».

Nous allons calculer explicitement ces deux forces dans le cas d’un atome a deux
niveaux fermés (Figure 7.2), particuliérement important dans le cas des forces radiaives,
comme nous le discuterons briévement plus loin. Nous avons donné au complément 2.B,
la réponse diélectrique d’un atome a deux niveaux fermés pour une excitation quasi-
résonnante (w — wy| < wp). On l'obtient en cherchant la solution forcée des équations de
Bloch optiques. Ce calcul donne la polarisabilité complexe

P wy—w+il/2

(7.31)

On peut récrire cette expression comme le produit de la polarisabilité linéaire, indépendant
de 'intensité de 'onde (proportionnelle & 2), par un terme de saturation qui tend vers
0 grande intensité

d2 Wy — w + ZF/2 1

= — : 7.32
“ goh (w—wp)?2+T12%/4 1+ (7:32)

Le parametre de saturation s, que nous avons déja rencontré au chapitre 2, vaut

02/2 T 1
(w—wo)? +T2/4 Lt 1 44 (2520)°

(7.33)

S =

et on rappelle que son effet peut-étre calculé & partir d’équations cinétiques décrivant
I’absorption, ’émission stimulée, et ’émission spontanée.

L’importance des systémes a deux niveaux fermés tient au fait que les forces radia-
tives ont un effet importanta condition d’agir suffisamment longtemps, pendant un temps
beaucoup plus long que le temps de relaxation I'"! des variables internes. Si le systéme
des deux niveaux {|a), |b)} est ouvert, I’atome pourra retomber dans un niveau autre que
la), ou les forces radiatives seront beaucoup plus faibles, par exemple parce que le dés-
accord w — wy(, sera trés grand. Au contraire, pour un systéme a deux niveaux fermés, les
forces radiatives gardent leur valeur tant que le rayonnement est appliqué. Nous allons
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donc étudier quelques caractéristiques des forces radiatives dans ce cas trés important
en pratique, méme si verrons plus loin quelques situations ot la mise en jeu de niveaux
supplémentaires apporte des phénoménes nouveaux.

Remarques

(i) I1 faut se souvenir que I'expression (7.28) de la force n’est valable que si le dipole atomique
(D) a atteint le régime d’oscillation forcée au point r,;. Dans le cas d’un atome en mouve-
ment, il arrive fréequemment que cette hypothése ne soit pas satisfaite. Il faut alors revenir &

Pexpression (7.24) et on trouve alors généralement que la force dépend de la vitesse atomique.

(ii) Le calcul de la force radiative présentée ci-dessus comporte plusieurs éléments classiques
qu’il convient de ne pas confondre. D’une part le champ électromagnétique est classique, et
on ne prend pas 'effet sur le mouvement des phénoménes d’émission spontanée, dont nous
verrons plus loin qu’ils conduisent en fait a une dispersion statistique du mouvement des
divers atomes. La quantité F apparait alors comme une force moyenne au sens statistique.
D’autre part on a une vision classique du mouvement de ’atome décrit par un paquet d’onde
quasi-ponctuel. Dans le cas ot cette derniére hypothése n’est pas vraie, on peut néanmoins
utiliser les résultats ci-dessus en se souvenant qu’ils permettent de décrire le mouvement de
la moyenne quantique de la position atomique, c’est-a-dire du barycentre du paquet d’onde.
En ce sens, on peut considérer F comme une force moyenne, au sens quantique.

7.1.5 Pression de radiation résonnante

Considérons le cas d’une onde plane progressive

Ey . )

Er,t) = 7%“” et (7.34)
d’amplitude FEj constante, et de vecteur d’onde k(|k| = w/c). Comme le montre 1'expres-
sion (7.28), la force dipolaire est alors nulle, et la seule force radiative est la pression de
radiation résonnante

E2
F, = 500/’7% : (7.35)
Cette force est dirigée suivant la direction de propagation k de I'onde. En utilisant ’ex-
pression (7.28) de la polarisabilité d'un atome a deux niveaux fermés, F; s’écrit
d? r E?
F,=— —— K (7.36)
2R (W — wp)? + L+ 2 2

On obtient une expression plus simple en se souvenant que la pulsation de Rabi 2,
vaut —dEy/h (cf.§11.C.1) :

r Q22 I s
Fl — ﬁk§ 5 02 2 — ﬁk 5 1 T
(W—wo)?+ 3+ s

(7.37)

(on a utilisé I'expression (7.33) du parameétre de saturation).
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La formule (7.37) montre que la pression de radiation présente une résonnance (Lo-
rentzienne) autour de la fréquence atomique wy. Cette résonance est étroite, de I'ordre de
la largeur de raie atomique I, et on comprend qu’il soit nécessaire d’utiliser un laser, de
largeur de raie inférieure a I', pour observer un effet important. Dans le cas contraire, la
puissance lumineuse est « diluée » sur une bande de fréquence grande devant I', et la
force est faible.

La formule (7.37) montre qu’a faible parameétre de saturation (s < 1), la pression
de radiation et proportionnelle & I'intensité lumineuse. Mais & forte intensité, cette force
sature, et ne peut dépasser la valeur maximale

T
By = fks (7.38)

Cette force maximale est en fait trés importante, comme on peut s’en rendre compte
en calculant ’accélération subie par un atome soumis a F}*** :

P DRk T
max:—:__:_v . 7.39
K M 2M 2% (7.39)
Pour une vitesse de recul typique de 2.9 x 10~2ms™!, et une largeur de raie radiative I de
4 x 107s™! (cas de la raie de résonance a 0.5890 ym du sodium), I'accélération maximale
vaut
Ymax =~ 5.9 x 10° m s>

soit 6 x 10* fois 1'accélération de la pesanteur!

De telles valeurs de 'accélération sont relativement faciles & atteindre avec un laser.
A résonnance, il suffit d’une intensité laser égale a I (typiquement quelques mW par
cm?) pour avoir une accélération égale & Yyax/2. On peut ainsi arréter les atomes d’un jet
thermique, de vitesse typique 300 m/s™!, sur une distance inférieure & 1 m, & condition
d’étre capable de garder 'atome & résonnance avec le laser lors de la décélération (qui
change le décalage Doppler). Le succes de telles expériences, au début des années 1980, a
ouvert le domaine du controle du mouvement des atomes par laser (Figure 7.1).

Le calcul qui nous a conduit a I’expression (7.37) de la pression de radiation résonnante
est basé sur un modele classiqe de la lumieére, ot le concept de photon n’a pas sa place.
Pourtant, on voit apparaitre la valeur Ak de I'impulsion des photons associés & 1'onde
lumineuse qui exerce la pression de radiation, et il est tentant de chercher & réinterpréter
I’expression de la force F; en terme d’échanges d’impulsion entre photons et atomes. Pour
cela, on peut remarquer que la quantité

S

N = 1+s

(7.40)

| =

n’est autre que le nombre de cycles de fluorescence (absorption et réémission spontanée)
par seconde. On le montre & partir des équations de Bloch optiques, mais ce résultat peut
s’obtenir beaucoup plus simplement (mais moins rigoureusementa a partir d’équations
cinétiques écrites pour un systéme a deux niveaux fermeés (Figure 7.2). En notant 7, et m,
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FIG. 7.1: Ralentissement et arrét par pression de radiation résonnante des atomes d’un jet de
sodium, éclairé a contre courant par un laser résonnant (d’aprés Prodan, Phillips et Metcalf).
Le solénoide produit un champs magnétique variable dans I'espace, qui provoque par effet Zee-
man un déplacement de la résonance atomique wy dépendant de la position. Pour un profil de
champ judicieusement choisi, la variation de résonance atomique compense exactement la va-
riation d’effet Doppler due au ralentissement, et les atomes restent a résonance durant tout le
ralentissement qui est ainsi trés efficace.

les populations (probabilités de présence) dans les niveaux a et b, et en utilisant les taux
['s/2 pour 'absorption et I’émission stimulée, et I" pour la réémission « spontanée », les
équations cinétiques décrivant I’évolution de 7, et m, sont (cf. Partie 7.2.4)

dmy dm, S S
-0 =7, —TI'=m —I'm, . 7.41
dt at 2T T (7.41)
Compte tenu de m, + m, = 1, la solution stationnaire est
1 s
= — : 7.42
i 2s5+s ( )

Le nombre de cycles de fluorescence par seconde est égal au nombre de réémissions spon-
tanées par seconde

r

7.43
145’ (7.43)

ce qui est 'expression (7.40). Dans cette formule, s est le parameétre de saturation introduit
plus haut.

Compte-tenu de (7.40), I'expression (7.37) de la force peut se récrire
F, = hkV | (7.44)

formule facile & interpréter en effectuant un bilan des échanges d’impulsions entre I’atome
et les photons au cours de chaque cycle de fluorescence (Figure 7.3). En effet, au cours
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mp's/2
o I's/2] y [

FI1G. 7.2: Processus d’absorption, émission induite, émission spontanée pour un systéme a deux
niveaux fermés {a,b}. On a indiqué les taux de transition pour une onde de paramétre de
saturation s. Pour un systéme & deux niveaux fermés, le niveau b ne peut se désexciter que vers
le niveau stable a, et on a w, + 7, = 1 (il n’y a pas d’autre état accessible).

d’un cycle élémentaire, un photon laser disparait, et son impulsion hk est communiquée a
I’atome, tandis qu'un photon diffusé apparait, d’impulsion fkgs. La variation d’impulsion
atomique pendant un cycle de fluorescence est donc

AP e = hk — Fkgig - (7.45)
ks
w ko hk
Laser /
APy /
/
hk

FI1G. 7.3: Echanges d’impulsions entre I'atome et les photons dans un cycle de fluorescence
élémentaire. Si ce cycle est répété un grand nombre de fois, le recul —hkg, dit au photon diffusé
se moyenne a 0, et 'impulsion regue par I'atome est dirigée suivant le vecteur d’onde k du laser.

Lorsque le processus se répéte, le terme hk associé au photon laser incident est le méme
a chaque cycle, mais la direction du photon diffusé est aléatoire, avec un diagramme de
rayonnement symétrique par rapport a l'origine des coordonnées. En moyenne sur un
grand nombre de cycles de fluorescence, on a donc

(kaiw) = 0 (7.46)
d’oli une variation d’impulsion atomique moyenne par cycle

(AP ya0) = FK . (7.47)
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La variation d’impulsion atomique moyenne par seconde vaut donc

d
<%Pat> = N hk (7.48)

ce qui est identique & 'expression (7.37) de la force Fy, que nous avons donc interprétée
a partir des échanges d’impulsion entre photons laser et atomes.

Remarque
Nous ne tenons pas compte des cycles absorption/émission stimulée. En effet, dans le cas
d’une seule onde plane, le transfert global d’impulsion est nul dans un tel cycle, puisque

AP, = —AP,p, = Ik . (7.49)

7.1.6 Force dipolaire

Considérons maintenant un champ laser dont 'amplitude Ey(r) n’est pas uniforme.
Par exemple, on prend en compte le profil gaussien

z2+y2

Eo(z,y) = Age 0 (7.50a)

d’un faisceau se propageant suivant Oz. Son amplitude complexe vaut
2

_ é _wujr2y ikz —iwt
E(r,t) = 5 e M0 oeTe™. (7.50b)

Dans ce cas, le premier terme de (7.30) donne une contribution non nulle : c’est la force
dipolaire

2

/

E
F2 = 800/70 : VEO = 80%V<E§) . (751)

A partir de I’expression (7.31) de la polarisabilité, on obtient

2 (w—wp)?+ % + 5

(On a ici encore utilisé la définition —d - Ey(r) = A4 (r) de la pulsation de Rabi).

La force dipolaire est donc proportionnelle au gradient de 'intensité lumineuse
o
- T
Pour un désaccord négatif (w < wp) les atomes sont attirés vers les régions de forte inten-
sité, alors qu’ils en sont expulsés si le désaccord est positif (w > wy).

I Las - (7.53)

En intégrant l'expression (7.52), on constate que la force dipolaire Fy dérive d’un
potentiel

F2 = —VUdip(I') (754)



124 CHAPITRE 7. MANIPULATION D’ATOMES PAR LASER

avec

Alw — wo) Q2(r)/2

(w—wp)?+1?/4

Udip(r) = log 1 =+

i ) (7.55)
w—w

= 290 oglt 4 s(0)]

(le choix de la constante d’intégration donne un potentiel nul hors du faisceau laser).
Cette propriété est trés importante : elle suggére qu’il est possible de piéger des atomes
au point de focalisation d’un faisceau laser désaccordé négativement (w < wy). En effet, en
ce point, le paramétre de saturation posséde un maximum s,,,., et le potentiel présente un
minimum (Figure 7.4). Les atomes sont donc soumis a un puits de potentiel de profondeur

B hlw — wp

A
v 2

log(1 + Smax)

d’autant plus grande que l'intensité maximale est plus forte. Ils y sont piégés a condition
d’avoir une énergie cinétique inférieure a la profondeur de ce puits. En pratique, avec
les lasers courants, il est difficile de créer des puits de potentiel capables de piéger des
atomes de température trés supérieure a quelques centaines de milliKelvins, et il faut donc
refroidir les atomes avec les méthodes décrites a la partie 7.2 pour pouvoir les piéger. Avec
des atomes suffisamment froids, de tels piéges sont tres utilisés. Notons qu’il est facile de
déplacer le point de focalisation du laser, et donc les atomes. Ce dispositif est appelé
« pince optique » (« optical tweezer »).

atomes
piégés

faisceau
laser w

a) b)

F1G. 7.4: a) Piégeage d’atomes attirés dans la zone de focalisation d’un laser désaccordé négati-
vement (w < wy) : le potentiel dipolaire attractif permet de piéger les atomes a condition qu’ils
alent une énergie cinétique suffisamment faible; b) a 'aide de deux faisceaux fortement focalisés
en des points voisins, on peut disposer deux atomes cote a cote : les atomes sont observables par
la lumiére qu’ils diffusent (figure P. Grangier, Institut d’Optique Théorique et Appliqué).

La force dipolaire joue un role important en optique atomique. Elle est a la base
de dispositifs qui permettent de réfléchir les atomes (miroirs atomiques), de les focaliser
(lentilles atomiques), de les diffracter (réseaux de diffraction atomiques). En réalisant une
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FI1G. 7.5: Atomes ultra froids localisés dans un réseau de micropiéges dipolaires, distants de
10 pm environ, réalisés avec des faisceaux laser désaccordés vers les basses fréquences (w < wy).
Les atomes sont observés grace a 'absorption de lumiére résonnante.

onde stationnaire & 3 dimensions, on crée un réseau périodique de micropieges ou les
atomes peuvent se localiser, comme les électrons dans un isolant de Mott (Figure 7.5).

Le calcul de la force dipolaire a été fait a partir de 'approche semi-classique, ou elle
peut s’interpréter comme résultant de 'interaction entre le champ électrique de la lumiére
et le dipole atomique qu’il induit dans I'atome. On peut se demander si, comme la pression
de radiation résonnante, on peut lui donner une autre interprétation en terme d’échanges
d’impulsion entre photons et atomes. La réponse est positive mais assez compliquée. Il faut
considérer au moins deux ondes planes de vecteurs d’onde k; et ko, et s’intéresser a des
cycles mettant en jeu I’absorption d’un photon dans une onde (par exemple 'onde 1) suivie
d’une émission stimulée dans I'onde 2 (voir la Figure 7.6). Ce qui rend cette interprétation
délicate est le fait qu’on pourrait considérer le processus inverse (absorption dans I'onde
2 suivie d’une émission stimulée dans 'onde 1) ce qui conduirait a une force de signe
opposé. On peut montrer que ce qui privilégie un processus par rapport a l'autre est la
phase relative des deux ondes 1 et 2 au point ou se trouve ’atome. Il est facile de vérifier
que cette phase relative controle également le signe du gradient de l'intensité résultant
de linterférence entre les deux ondes, ce qui établit la correspondance avec le modeéle
semi-classique. Mais il faut bien constater que 'interprétation en terme de photons est ici
difficile & manier, au contraire de I'image issue du modeéle semi-classique qui repose sur
le fait bien connu qu'un dipdle placé dans un champ inhomogéne subit une force suivant
le gradient de ce champ (le signe change suivant que w est inférieur ou supérieur a wy
car dans le premier cas le dipole est en phase avec le champ, et dans le second il est en
opposition de phase).

Nous retrouvons ici encore un exemple de l'intérét de disposer de divers modeles de
I'interaction atome-rayonnement. Le modeéle semi-classique, dans lequel le champ élec-
tromagnétique classique interagit avec le dipole atomique donne une image simple de la
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FI1G. 7.6: Interprétation de la force dipolaire en terme de redistribution de photons entre I'onde

1 (absorption) et 'onde 2 (émission stimulée). Au cours d’un cycle élémentaire, I'atome regoit

une impulsion atomique h(k; — ka).

force dipolaire. Mais c’est la description quantique de la lumiére, en terme de photons
possédant une quantité de mouvement, qui donne l'image la plus simple de la pression
de radiation résonnante. Au-dela de sa simplicité, nous verrons que cette derniére image
suggere ’existence d’un processus de chauffage qui viendra limiter I’abaissement de tem-
pérature obtenu par le refroidissement par « mélasse Doppler » que nous décrivons plus

loin.

Remarques

(i) A priori, dans une onde inhomogéne comme par exemple sur la figure 7.4, les deux forces
F; et Fy sont & 'ceuvre. 1l est intéressant d’identifier les paramétres qui privilégient I'une ou
lautre de ces forces. Pour comparer les expressions (7.37) et (7.52) des forces F; et Fa, nous
considérons le cas ou l'intensité lumineuse varie de fagon notable & 1’échelle de la longueur
d’onde. Dans ce cas, V est de 'ordre de k, et

[Fof T
[Fa| — |wo — w|

A faible désaccord (Jw — wg| < T), c’est la pression de radiation résonnante qui est la plus
grande, tandis qu’a fort désaccord, la force dipolaire domine.

Lorsqu’on compare Deffet des forces F; et Fs, il faut également se souvenir que Fy dérive
d’un potentiel, alors que ce n’est pas le cas pour F;.

(ii) Le fait que la force dipolaire Fy dérive d’un potentiel est la conséquence des calculs
dans lesquels on a supposé que le dipole atomique atteint un régime stationnaire sous 'effet
du champ &(r,;). Pour un atome en mouvement, il arrive souvent que cette hypothese ne
soit pas vérifiée, et que le dipodle soit en retard par rapport au champ, d’une quantité qui
dépend de la vitesse atomique. On trouve alors que la force dépend de la vitesse, et elle n’est
évidemment plus conservative.

(iii) Dans la limite des trés grands désaccords (|6] > T', €1), le potentiel dipolaire (7.55)
prend la valeur

hQi(r)

Udip(r) ~ m

(7.56)

qui coincide avec le déplacement lumineux du niveau fondamental a sous l'effet de 'onde
laser (cf. §2.3.4). L’interprétation est claire : dans ce régime, il y a trés peu de cycles de
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fluorescence (cf. la remarque (i) ci-dessus), et 'atome est presque toujours dans 1’état fon-
damental a, dont le déplacement se confond avec le potentiel dipolaire.

Cette remarque suggeére que le potentiel dipolaire n’est autre que la moyenne des déplace-

ments lumineux des niveaux a et b, pondérés par les probabilités de présence dans chacun

des deux niveaux. On peut montrer qu’il en est effectivement ainsi.

7.2 Refroidissement d’atomes par laser’

7.2.1 Refroidissement Doppler

Considérons un atome & 2 niveaux, placé dans deux ondes laser contre propageantes,
de méme fréquence w, légérement inférieure a la fréquence atomique wy (Figure 7.7). On
note

0=w—wp (7.57)
le désaccord & résonnance
w Vv w
> O <
K K"
z

FI1G. 7.7: Refroidissement Doppler a 1 dimension. L’atome est placé dans 2 ondes contre-
propageantes (k" = —k’) de méme fréquence w, inférieure a la fréquence atomique wy, et de
méme intensité. Un atome en mouvement « voit » l'onde qui s’oppose a son mouvement se
rapprocher de résonance : c’est donc elle qui domine, et le mouvement de I’atome est freiné.

Ces deux ondes forment une onde stationnaire, et a priori (cf. équation (7.30)) on
pourrait penser que la pression de radiation F; est nulle puisque la phase est constante,
et que I’atome n’est soumis qu’a la force dipolaire résultant des variations spatiales d’in-
tensité associées aux nceuds et ventres de I’onde stationnaire. En fait, pour un atome en
mouvement, les variations d’intensité lumineuse sont tellement rapides que I’état interne
n’atteint jamais le régime stationnaire, et les résultats de la partie 7.1 ne sont pas utili-
sables sans précaution. Il faut en principe revenir aux Equations de Bloch Optiques pour
calculer I’état interne compte tenu du mouvement, et en déduire la force radiative. On

5Voir CDG2, chapitre VI.
"Voir par exemple : « Le refroidissement d’atomes par laser », A. Aspect et J. Dalibard, La Recherche
25, 31 (janvier 1994).
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montre alors que, pour un parameétre de saturation petit devant 1, il est possible de né-
gliger les cohérences entre 'onde k’ et 'onde k” : on peut alors considérer séparément les
forces dues aux deux ondes planes contrepropageantes, et ajouter simplement les pressions
de radiation résonnantes exercées par ces deux ondes. On obtient ainsi la force radiative
F moyennée au cours du mouvement de I'atome.

Calculons les pressions de radiation exercées par chacune des deux ondes, de méme
intensité petite devant Iy, (€2; petit devant I'). On a

r
F' = 1K' s’ (7.58)
avec
0?/2
A 1/2 = _ Sg_kv . (759)
(O—kV)2+7T  1+4(5)
et
202 T
el ) 7.60
*0 F2 Isat ( )

On a tenu compte de 'effet Doppler : V' est la valeur algébrique de la vitesse comptée
suivant K'(|k'| = |K’| = k = w/c).

De méme, pour la deuxiéme onde (k" = —k’)
r
F' = ﬁk//§8// (7.61)
avec
" S0
= 7.62)
5+kV \2 (
L+4(555)
On note que l'effet Doppler est de signe opposé a celui de la premiére onde.
La somme des deux forces F' et F” a pour valeur algébrique suivant Oz
r 1 1
F = hk—sq (7.63)

2 U () (e
La figure 7.8 montre cette force en fonction de la vitesse pour un désaccord d négatif
(0 = —I'/2). On constate que cette force a toujours un signe opposé a la vitesse : quel
que soit son sens de déplacement, 'atome est freiné. La raison est évidemment que l'effet

Doppler rapproche de résonance, dans le référentiel de ’atome, I'onde qui s’oppose au
mouvement de l’atome, et dont la pression de radiation va étre prépondérante (figure

7.7).

Une telle force est une force de friction : elle amortit 'ensemble des vitesses d’une as-
semblée d’atomes, dont la température décroit. Ce phénomene s’appelle « refroidissement
Doppler ». Appliqué a des atomes préalablement « arrétés » (voir figure 7.1), c’est-a-dire
en fait amenés & des vitesses assez petites pour étre dans la plage de capture de la friction,
le refroidissement Doppler conduit & des températures inférieures au milliKelvin, comme
nous allons le montrer dans les paragraphes suivants.
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F1G. 7.8: Refroidissement Doppler. On a tracé la force de I’équation (7.63), en unités réduites
(sohkT/2), et pour 6 = —T'/2. La force radiative totale est toujours opposée au mouvement de
l'atome. Une assemblée d’atomes ayant des vitesses initiales de dispersion de I'ordre de T'/k est
refroidie trés efficacement.

7.2.2 Coefficient de friction. Mélasse Doppler

Le développement limité de la force totale F, (7.63) autour de V. = 0 donne
ou

_3
v = 8ﬁk230i

Ty (7.65)

est le coefficient de friction, positif si 0 < 0. La quantité v/M est 'inverse du temps
d’amortissement & 1/e de la vitesse, puisque

de__l
dat M °

(7.66)

Si maintenant ’atome est placé dans 3 paires d’ondes contrepropageantes, mutuelle-
ment orthogonales (Figure 7.9), les 3 composantes de la vitesse sont amorties : 'atome
est freiné quelle que soit sa vitesse. Dans le cadre de ’hypothése de faible saturation s,
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le calcul ci-dessus se généralise immédiatement et on peut écrire

av v
N V4 7.67
dt M (7.67)
le coefficient v ayant la valeur (7.65), si les 6 ondes ont mémes intensité et désaccord. Le
coefficient de friction v est maximal pour § = —g, et prend la valeur
Ymax = SOﬁ'kQ . (768)

FI1G. 7.9: Mélasse optique a 3 dimensions. L’atome, placé dans 3 paires d’ondes contrepropa-
geantes suivant 3 axes orthogonaux, voit sa vitesse amortie trés rapidement (temps d’amortis-
sement inférieur a la milliseconde).

Pour les alcalins, ik?/M vaut typiquement quelques 10* s™! et, pour sy de l'ordre de
0,1 (rappelons que notre calcul suppose que I’on est non saturant), le temps d’amortisse-
ment des vitesses M /7y (équation (7.67)) est inférieur a la milliseconde. Les atomes sont
littéralement « englués » dans un « milieu » extrémement visqueux : pour cette raison,
une telle configuration a été baptisée « mélasse optique » par S. Chu, qui a le premier
montré cet effet.

Notons que la plage de linéarité de la force de friction en fonction de la vitesse est de
lordre de I'/k. Plus généralement, si la vitesse est trés supérieure & —9/k, que 1'on appelle
aussi vitesse de capture, la friction est négligeable. La vitesse de capture vaut typiquement
de 1 4 10 m/s. Elle est trés petite devant les vitesses atomiques thermiques a température
ambiante (plusieurs centaines de meétres par seconde). En revanche, les atomes d’un jet
atomique ralenti et arrété par pression de radiation résonnante ont des vitesses résiduelles
de quelques meétres par seconde. Placés dans une mélasse optique, ils voient leurs vitesses
trés vite amorties, et la vapeur atomique est refroidie. En effet, la puissance moyenne (au
sens statistique) fournie a chaque atome par la force de friction vaut :

{dW

E} = (FV) = (VY. (7.69)
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Les crochets ( ) indiquent ici une moyenne statistique sur ensemble des atomes de
I'échantillon. La puissance moyenne (7.69) étant négative si vy est positif, I’échantillon
est refroidi. Ce refroidissement va étre limité par des phénomeénes de chauffage que nous
présentons ci-dessous.

7.2.3 Fluctuations. Chauffage

Le raisonnement qui nous a conduit & 'expression (7.26) de la force radiative est
basé sur un modeéle classique du champ électromagnétique, considéré comme une onde
électromagnétique d’amplitude et de phase parfaitement définies. En fait, on sait que
le champ doit étre quantifié, et le champ classique (7.1) peut étre considéré comme la
valeur moyenne quantique de l'opérateur champ, pour un état correspondant a 1’onde
monochromatique considérée. Les observables associées au champ quantique ont en fait
des fluctuations, dont on peut souvent donner des images physiques simples. Par exemple,
les fluctuations d’intensité peuvent étre associées a une description en termes de photons,
distribués suivant une loi de Poisson pour une onde laser.

Lorsqu’on prend en compte la nature quantique du champ, la force radiative elle méme
apparait comme une observable quantique, dont la force F donnée en (7.26) est la valeur
moyenne quantique, prise sur I’état du champ et des atomes. Cette force a des fluctuations
autour de sa valeur moyenne, et les trajectoires atomiques vont étre dispersées autour de la
trajectoire moyenne obtenue a partir de la force moyenne. Cela implique en particulier que
les vitesses atomiques sont dispersées autour de la vitesse moyenne. Mais une dispersion
de vitesse correspond & une énergie cinétique d’agitation, dans le référentiel lié a la vitesse
moyenne

W= MV~ (V)] (7.70)

A cette énergie cinétique d’agitation, on peut associer une température (si la distribution
des vitesses est gaussienne) par la relation, écrite pour chaque direction i :

1 1

skeTi = g M((Vi = (V)))?) (7.71)
Comme nous allons le voir ci-dessous, cette température a tendance & augmenter, et on a
donc un effet de chauffage, qui entre en compétition avec le refroidissement, pour aboutir
a une température d’équilibre. Nous allons évaluer ce chauffage dans le cas de la pression
de radiation résonnante puis de la mélasse Doppler.

Remarque

Dans ce qui préceéde, nous avons (volontairement) laissé une ambiguité en ce qui concerne la
nature de la moyenne ( ) considérée. Fondamentalement, il s’agit d’'une moyenne quantique.
Mais une moyenne quantique n’est rien d’autre qu’'une moyenne sur un ensemble statistique
hypothétique obtenu en préparant un grand nombre de systémes de fagon strictement iden-
tique. Dans le cas d’un ensemble d’atomes placés dans une onde laser homogéne, et sans
interaction entre eux, on réalise en fait simultanément — en paralléle — un grand nombre
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d’expériences identiques, et on peut considérer que la moyenne quantique se confond avec
la moyenne statistique sur I’ensemble des atomes. Dans la suite, sauf mention particuliére,
les moyennes entre crochets { ) désignent donc aussi bien des moyennes quantiques que des
moyennes statistiques.

t

lo

F1G. 7.10: Fluctuations (dispersion) de la force, et chauffage. Si un ensemble d’atomes, ayant
initialement la méme vitesse V), est soumis 4 une force présentant une dispersion statistique, les
trajectoires atomiques se séparent, et les vitesses atomiques présentent une dispersion autour
de la vitesse moyenne (V') qui augmente au cours du temps. On a un chauffage de ’échantillon
(dont la température initiale est nulle dans le cas idéal considéré ici).

7.2.4 Fluctuations de la pression de radiation résonnante

Pour prendre en compte les fluctuations quantiques de la pression de radiation réson-
nante, il suffit en fait de se référer au modele du (§7.1.5) dans lequel la force F; résulte
de la moyenne des transferts d’impulsion entre les photons et les atomes, lors des cycles
de fluorescence (absorption et émission spontanée d’un photon diffusé). On peut alors
utiliser un modele stochastique classique dans lequel la force est un processus aléatoire
Fi(t), dont la moyenne (statistique) redonne Fy

Fy = (F1(1)) . (7.72)
On peut donc écrire
Fi(t)=F1 +£(t) (7.73)

ou f(t) est un processus aléatoire de valeur moyenne nulle. Notons qu’en fait f(¢) est une
succession d’impulsions appliquées aléatoirement ’atome.

Une force telle que f(t) s’appelle force de Langevin. Elle a été introduite a propos du
mouvement Brownien dans lequel une grosse particule est frappée aléatoirement par les
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molécules d’un liquide, ce qui provoque un mouvement de diffusion aléatoire (marche au
hasard) de la vitesse de la grosse particule, qui se traduit finalement par une diffusion dans
I'espace réel. 11 suffit de connaitre les propriétés statistiques de la force de Langevin f(¢)
pour en déduire son effet sur le mouvement des particules Browniennes (ici les atomes,
« frappés » par les photons).

Nous nous intéressons aux propriétés de f(¢) dans le cas considéré au (§7.1.5) : les
atomes sont placés dans une onde plane progressive de vecteur d’onde k. Nous supposons
de plus que 'onde est non saturante, de fagon a pouvoir négliger les phénomeénes d’émission
stimulée. Le taux moyen de cycles de fluorescence est donc (équations (7.40), avec s < 1)

r

ol le parameétre de saturation s a été défini en (7.33), et la force moyenne vaut
F, = Nhk. (7.75)

Pour prendre en compte les fluctuations de F(t), nous les modélisons par une succes-
sion de pics de Dirac, de poids (intégrale temporelle) hk, correspondant & une variation
discontinue de l'impulsion atomique, par quanta hk. Nous distinguerons les processus
d’absorption des photons laser, et les processus d’émission pendant la seconde partie du
cycle de fluorescence.

Les photons absorbés communiquent chacun une impulsion déterminée ik, mais a des
instants aléatoires t;. La force correspondante peut s’écrire

Fabs = Z fiko(t —t;) =F1 + fans(t) (7.76)
Il s’agit d’un processus aléatoire, caractérisé par I’hypothese que les instants ¢; sont aléa-
toires et indépendants, et que leur taux moyen vaut \.

Les photons réémis donnent une contribution fg,, nulle en moyenne, que l'on peut
écrire

=) ey(t)hkd(t —t;) . (7.77)
J

Chaque vecteur ey, (t;) est unitaire mais de distribution aléatoire et isotrope, de sorte que

(ew(ts)) =0 (7.78)
et
(et = slen(t)P) =5+ a=zy.2. (779

Les émissions spontanées successives sont indépendantes, de sorte que

(€sp(t5) - esp(tr)) = s - (7.80)
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Remarques

(i) En toute rigueur, pour un atome particulier, il n’est pas exact que les instants suc-
cessifs t; sont statistiquement indépendants. En fait, lorsqu'un atome vient d’émettre un
photon de fluorescence, il faut un certain temps pour qu’il puisse en émettre un second.
Ce phénomeéne est connu sous le nom de « dégroupement ». En pratique, ce phénomeéne
a des conséquences négligeables sur les effets de chauffage auxquels nous nous intéressons ici.

(ii) Pour une onde laser polarisée, il n’est pas exact que le diagramme de rayonnement
soit isotrope, de sorte que les relations (7.79) ne s’appliquent pas et les variances suivant
les divers axes ne sont pas égales. Par exemple, pour une onde laser polarisée linéairement
suivant Oz, le diagramme de rayonnement des photons réémis varie comme sin2(ez, €sp), €t
léquation (7.79) doit étre remplacée par

(lean(t)2) = 15 (781)
(low(t)12) = (e (t)12) = 50 - (782)

Mais lorsqu’on considére le cas important de trois ondes laser suivant trois directions ortho-
gonales, I’hypothése d’isotropie est une excellente approximation.

7.2.5 Diffusion dans ’espace des impulsions : chauffage

Considérons un ensemble d’atomes d’impulsions initiales identiques p(ty), et supposons
d’abord qu’ils sont soumis uniquement & la force de Langevin f;,() associée & I’émission
spontanée. Chaque atome effectue une marche au hasard & 3 dimensions, de pas hk, et &
I'instant ¢ il a pour impulsion

N (t—to)
P(t) =p(to) + Z hk eg(t;) , (7.83)

Jj=1

ou ey (t;) est un vecteur unitaire aléatoire isotrope (équations (7.78) et (7.79)). D’apres
(7.78), on a

(P(t)) = p(to) - (7.84)
De plus,

lop (1)) = ([P(t) — (P(1))]*)
— 12k ZZesp tj)es(tn))

= n2k%( Z 1) = RPN (t — to)

(7.85)

Sous l'effet des fluctuations associées a I’émission spontanée, la variance de l'impulsion
croit donc linéairement avec le temps

Sl (O = NI (7:86)
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Il s’agit d’un résultat bien connu pour un phénomeéne de diffusion Brownienne. On peut
étre plus précis. Par application du théoréme de la limite centrale & la variable aléatoire
P(t) — p(to), formée par addition d'un grand nombre de contributions indépendantes,
on montre que chaque composante P;(t) est distribuée suivant une loi de probabilité
gaussienne p de variance 0% (1)

L P (PP )
PP = o 3 2o (1) | (7:87a)

avec

1
op = 3 0P . (7.87b)

Une distribution gaussienne isotrope d’impulsions permet de définir une température 7T,
par la relation

1 op 1 o2

“kpT = 2t = - P 7.88

27" T oM T 32M (7.88)
oll kg est la constante de Boltzmann. Les fluctuations de la force radiative entrainent
donc un chauffage, puisque o3 croit linéairement avec le temps (Equation 7.86).

De facon analogue, les fluctuations de la force due a ’absorption des photons lasers,
entrainent un chauffage de la composante Py, de 'impulsion paralléle & la direction k du
laser
d

0P )| =N, (7.89)

abs

Ces divers termes de chauffage, qui correspondent & des processus aléatoires indépen-
dants, s’additionnent en variance. De plus, si on a plusieurs ondes planes progressives non-
saturantes, les termes de chauffage des diverses ondes peuvent également s’additionner en
variance. Ainsi, pour une mélasse Doppler formée de 3 paires d’ondes contrepropageantes
orthogonales, donnant lieu chacune & N cycles de fluorescence par seconde, on aura

do (t)
— | = 2NRZE? :
il N (7.90)
et
don ] _opipe (7.91)
dt abs

Notons que l'on a multiplié le terme (7.86) par 6, et utilisé (7.87b), car pour chaque
onde I’émission spontanée est isotrope. Au contraire, (7.89) est multiplié par 2 seulement,
car le terme de chauffage a 'absorption (7.89) n’affecte que la direction de 'onde laser
considérée.

Si maintenant, au lieu d’un ensemble d’atomes ayant initialement tous la méme im-
pulsion, nous considérons un ensemble statistique ayant une dispersion initiale 07232_(0), il
est facile de montrer que cette variance croit suivant les taux calculés ci-dessus, et que la
distribution a l'instant ¢ suit la loi de probabilité gaussienne (7.87a), ou la variance est la
somme de la variance initiale et des variances dues a 1’évolution.
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7.2.6 Température d’équilibre dans une mélasse Doppler

Considérons une assemblée d’atomes plongés dans une mélasse Doppler a 3 dimensions,
formée de 6 ondes non-saturantes d’intensité I, et de désaccord § négatif, avec

I
So — [Sat = 2ﬁ . (792)
Chaque atome est soumis & la force de friction
dP ¥
—F=__LpP@ 7.93
- LP() (7.99)

avec v donné par la formule (7.65). Sous l'effet de cette friction seule, la valeur moyenne

de P(t) tend exponentiellement vers 0 avec la constante de temps (%yl. Quant a la

variance de P, elle diminue avec un taux deux fois plus grand

d
0%, = —20% . (7.94)

friction

Il s’agit du terme de refroidissement que nous avons déja rencontré.

En fait, friction et chauffage existent simultanément, et nous admettrons que 'on
peut ajouter indépendamment les termes de refroidissement et de chauffage agissant sur
la variance 07231_ de chaque composante :

0P = | 9P, 0P P
dt dt friction dt sp dt abs ( 7.95 )
- _2%0;_ FANBE .

d2
On atteint rapidement un régime stationnaire (—072;2_ = O), correspondant a

dt
2N '+ 452/1“2
2 = MR = M——— .
soit une température
I''1+ 462/1“2
kgl = — ————— 7.97
PLTR 5T (7.97)

Ce calcul prédit donc que la température obtenue ne dépend pas de l'intensité des
ondes de la mélasse. En revanche, elle dépend du désaccord, et elle passe par un minimum
pour § = —g, ce qui donne

; r
Tmll’l —

B = 5 (7.98)
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Les valeurs correspondantes pour les atomes alcalins sont remarquablement basses (in-
férieures au milliKelvin) (240 uk pour le sodium). Des températures de cet ordre ont
effectivement été observées lors des premiéres expériences de mélasse Doppler, par S. Chu
et al., en 1985. Ces résultats ont stimulé ce domaine de recherche.

Remarques

(i) La relation (7.97) peut s’écrire sous la forme trouvée par Einstein dans son étude du
mouvement Brownien

D
kpT = — . (7.99)
Y
Dans cette équation, ~ est le coefficient de friction de la particule Brownienne, due a la
viscosité du liquide, tandis que D est le coefficient de diffusion de la vitesse V, défini par
d ,

ot =2D, (7.100)

et dit au chocs des molécules de liquide sur la particule Brownienne.

Cette relation fait ressortir le lien profond entre la dissipation (la friction) et les fluctuations
(responsables de la diffusion Brownienne). Au niveau microscopique, les deux phénomeénes
ont la méme origine, les chocs avec les molécules du liquide, ou avec les photons dans le cas
du refroidissement laser.

(ii) La trés faible température obtenue dans une mélasse optique a ouvert la possibilité de
piéger les atomes. Il suffit en effet de rajouter un puits de potentiel dont la profondeur est
supérieure a quelques kpT pour confiner les atomes dans ce puits. Un tel potentiel peut étre
obtenu en utilisant la force dipolaire obtenue en focalisant un ou plusieurs faisceaux laser
(cf. figure 7.4), ou en utilisant un piégeage magnétique. Si les phénomenes de piégeage et
de refroidissement se perturbent mutuellement, on peut appliquer successivement les divers
effets : par exemple, on refroidit les atomes avec une mélasse Doppler, puis on coupe les
lasers et on applique le piégeage magnétique, ou le piégeage dipolaire, et on recommence a
une fréquence suffisamment élevée.

(iii) En jouant sur la structure des niveaux atomiques qui sont souvent dégénérés en plusieurs
sous-niveau Zeeman, et sur la polarisation des ondes de la mélasse optique, il est possible
d’obtenir, a condition de rajouter un champ magnétique inhomogéne, une configuration ex-
trémement importante, appelée piége magnéto-optique. Dans cette configuration, les atomes
sont soumis non seulement & la force de friction qui amortit leurs vitesses, mais aussi a une
force de rappel élastique qui les raméne vers le centre de la structure. On obtient ainsi un
piége extrémement robuste, qui est devenu l'outil de base de la manipulation d’atomes par
laser.

7.2.7 Sous la température Doppler : le refroidissement Sisyphe

Pour les atomes alcalins tels que le sodium, le césium, le rubidium, une étude expé-
rimentale détaillée de la température Doppler en fonction du désaccord montre que dans
certaines circonstances la température des atomes ne suit pas du tout la loi (7.97). En fait,
a basse intensité et grand désaccord, la température varie proportionnellement a I/(—4) :
elle décroit lorsqu’on augmente le désaccord (—d) vers les basses fréquences, ainsi que
lorsqu’on diminue 'intensité. On peut ainsi obtenir des températures plus basses que la
« limite Doppler » (7.96) par un ou deux ordres de grandeurs! Ce phénomeéne remar-
quable, découvert par W. Phillips et son équipe, a été interprété indépendamment par S.
Chu, et par C. Cohen-Tannoudji et Jean Dalibard, qui I’ont baptisé effet Sisyphe.
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Sans entrer dans les détails de I'explication de cet effet subtil, on peut en esquisser les
grandes lignes. Il faut d’abord comprendre que dans une mélasse a trois dimensions il y
a des effets d’interférences entre les six ondes qui provoquent des variations (périodiques)
d’intensité lumineuse, et donc des modulations du potentiel dipolaire qui varie, & grand
désaccord, comme /6 (cf. §7.1.6, remarque (iii), équation 7.56). L’atome se déplace donc
dans un potentiel modulé spatialement, présentant des « collines » et des « vallées »
correspondant aux variations du déplacement lumineux de cet état fondamental. Si le
niveau fondamental est dégénéré, il peut arriver que les déplacements lumineux des divers
sous-niveaux soient différents, et le potentiel dipolaire ressenti par I’atome dépend du sous-
niveau fondamental dans lequel il se trouve. Dans la configuration Sisyphe, les collines d’'un
sous-niveau correspondant aux vallées de autre (Figure 7.11). De plus, il se trouve que
le pompage optique di aux ondes lumineuses transfére préférentiellement les atomes en
mouvement du sommet d’une colline d’un sous-niveau vers le fond de la vallée d’'un autre
sous-niveau (Figure 7.11). Lors de son mouvement, ’atome est ainsi amené & monter sur
une colline de potentiel, ce qui le ralentit, puis a étre transféré sans changement de vitesse
au pied d’une nouvelle colline, qu’il va devoir gravir, ralentissant encore. Le mécanisme
s’arréte lorsque ’atome a une énergie cinétique inférieure ou égale a la hauteur des collines,
qui varie comme [/|0|. On comprend ainsi la loi de variation de la température obtenue.

AE

F1G. 7.11: Refroidissement Sisyphe. Sous l'effet des diverses ondes lumineuses qui interférent,
les déplacements lumineux des sous-niveaux atomiques fondamentaux aq et as sont modulés et le
potentiel dipolaire ressenti par I'atome dépend du sous-niveau a; ou as dans lequel il se trouve.
De plus, I'atome en mouvement subit préférentiellement, au sommet des collines de potentiel, un
pompage optique qui ’améne dans un sous-niveau ayant a cet endroit un minimum de potentiel.
L’atome perd ainsi progressivement son énergie cinétique.

Cette décroissance de la température finale avec I'intensité ne se poursuite évidemment
pas jusqu’a I = 0. L’expérience et la théorie montrent que la vitesse quadratique moyenne
ne devient pas inférieure a quelques (3 environ) vitesses de recul Vg (équation 7.17). On
peut aisément interpréter ce résultat en se souvenant que chaque émission spontanée pro-
voque un recul incontrolable de vitesse Vi. On comprend alors que dans un mécanisme de
refroidissement qui met en jeu des cycles de fluorescence, on ne puisse controler les vitesses
a mieux que quelques Vz. On voit ainsi apparaitre une limite naturelle du refroidissement
radiatif, la température de recul

 MVj

T,
R kn

(7.101)
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La température de recul est inférieure au micro Kelvin pour la plus part des alcalins.
L’expérience montre que le refroidissement Sisyphe peut conduire & des températures de
Iordre de 10 Ty.

7.2.8 Sous la température de recul

En fait, la température de recul elle-méme ne constitue pas une limite absolue, comme
on allait le montrer peu de temps apres la découverte du mécanisme de refroidissement
Sisyphe. Mais le refroidissement subrecul ne fait pas appel & un mécanisme de friction,
mais & un mécanisme de diffusion inhomogeéne dans I’espace des impulsions.

Supposons que 'on sache produire une configuration de faisceaux lasers telle que le
taux de fluorescence d’'un atome varie avec 'impulsion, et s’annule & impulsion nulle. On
a, autour de p = 0, une loi de puissance

N = R, <p£0>r (7.102)

(on suppose effet isotrope, donc ne dépendant que de |p| = p). Quelle est 1'évolution de
I'impulsion atomique, sous 'effet des échanges d’impulsion avec le rayonnement ? On sait
que méme si la force moyenne F est nulle, 'impulsion effectue une marche au hasard de
pas hk, ce qui améne 'impulsion P de I'atome & explorer I'espace des impulsions. Elle
peut en particulier arriver trés prés de p = 0, ou la fluorescence cesse. Alors, I'impulsion
n’évolue plus du tout, puisqu’il n’y a plus aucun échange avec le rayonnement. On peut
ainsi accumuler progressivement un grand nombre d’atomes autour de p = 0. Il s’agit d’un
authentique refroidissement puisque la densité atomique au voisinage de p = 0 augmente.
On peut alors montrer que ’entropie de 1’échantillon diminue. En fait, on a réalisé un
démon de Maxwell capable d’accumuler les atomes dans un petit volume de I’espace des
phases®.

Comme les atomes accumulés autour de p = 0 cessent d’interagir avec la lumiére, la
température de recul cesse d’étre une limite. Ce principe a été démontré avec une méthode
de refroidissement basée sur un processus appelé « Piégeage cohérent de population sélectif
en vitesse », on a effectivement observé des températures inférieures a la température de
recul. Dans ces conditions, comme nous I’avons montré au § 7.1, le paquet d’onde décrivant
le centre de masse atomique a une extension plus grande que la longueur d’onde lumineuse.
On ne peut plus utiliser la description semi-classique du mouvement basée sur le théoréeme
d’Ehrenfest, et il faut avoir recours & un traitement complétement quantique.

Ce refroidissement subrecul basé sur 'arrét de la fluorescence a conduit & un dévelop-

8Ceci est compatible avec le second principe de la thermodynamique dans la mesure oti le mécanisme
permettant cette accumulation provoque 'augmentation de l’entropie d’un autre systéme. En effet, en
redistribuant les photons depuis un mode laser, d’entropie nulle, vers des modes quelconques, on augmente
I’entropie du rayonnement.
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F1G. 7.12: Refroidissement subrecul. Le taux de fluorescence N des atomes s’annule autour
de I'impulsion nulle p = 0. Le mouvement Brownien des atomes dans l’espace des impulsions,
provoqué par les échanges de quantité de mouvement avec les photons, cesse donc autour de
p =0, ou les atomes s’accumulent.

pement théorique inattendu, utilisant les « lois statistiques de Lévy »%. Ces statistiques
s’appliquent aux « lois de probabilité larges », ou les variables aléatoires n’ont pas de
moyenne. Prenons par exemple la loi (7.102) avec r = 2, dans un cas & 1 dimension,
et supposons que les atomes tombent de fagon uniforme sur l'axe des p (« loi d’arro-
sage » uniforme). Nous nous demandons alors quelle est la loi de probabilité des temps
de piégeage T des atomes, c¢’est-a-dire des temps d’attente avant le prochain cycle de fluo-
rescence. Pour simplifier, nous prenons une relation déterministe entre 7 et p : un atome
arrivant a 'impulsion p va y rester pendant un temps

- 1 po)2
T :le—(— . 7.103
) = (2 (7.103
La loi de probabilité p(7) des temps d’attente est telle que
p(T)dT = 7|dp| (7.104)

ou 7 est la densité de probabilité (uniforme) d’arrivée autour de p. On en déduit immé-
diatement

dp 7'01 /2
ol Ty est une constante ayant les dimensions d’un temps :
1
0 = =2 (7.105b)

:5\/R_0.

9Paul Lévy, professeur a I'Ecole polytechnique de 1920 & 1959, a obtenu de nombreux résultats origi-
naux en probabilités.
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La loi (7.105a) est une loi large car p(7) décroit lentement vers 0 pour les grandes
valeurs de 7 qui jouent un roéle essentiel. Notons en particulier que la valeur moyenne de
T n’existe pas, a cause de cette aile large du c6té de 7 — o0o. On ne peut alors appliquer
les statistiques habituelles, et en particulier le théoréme de la limite centrale, a ce type
de phénomeénes. En revanche, les statistiques de Lévy permettent d’obtenir de nombreux
résultats intéressants, et en particulier la prévision que ce phénomeéne de refroidissement
n’atteint pas d’état stationnaire mais au contraire que la température diminue indéfini-
ment comme ! lorsque la durée 0 de I’expérience augmente. Ces statistiques s’appliquent

aux situations non ergodiques comme celle qui existe ici'C.

Remarques

(i) Lorsqu’on veut augmenter le temps d’interaction, les précautions expérimentales permet-
tant de controler les effets parasites sont de plus en plus difficiles & satisfaire. Néanmoins,
on a pu atteindre des températures de 'ordre de Tr/1000.

(ii) On peut essayer de vérifier théoriquement les prévisions des statistiques de Lévy, en
faisant un calcul numérique basé sur les équations « microscopiques » de l'interaction
atome-rayonnement (Equation de Bloch Optiques généralisées). On constate alors que la
puissance des ordinateurs limite la gamme des temps d’interaction 6 explorable, mais, dans
cette gamme, l'accord est excellent. On peut comparer la situation aux tentatives de véri-
fier la loi des gaz parfaits en utilisant un modeéle mécanique (par exemple de sphéres dures
élastiques) et en résolvant les équations du mouvement. On sait que ce genre de vérification
se heurte trés vite a la puissance limitée des ordinateurs, mais dans la gamme accessible on
constate ’accord entre I’approche microscopique et 'approche statistique.

On constate ainsi une fois de plus que les méthodes statistiques sont remarquablement
puissantes par les prévisions dont elles sont capables, bien que leur lien avec les lois micro-
scopiques ne se déduise pas de fagon rigoureuse : il y intervient une part de « conjecture »,
dont il convient évidemment de controéler les conséquences.

7.3 Condensats de Bose-Einstein gazeux. Laser a
atomes

7.3.1 Condensation de Bose-Einstein

Dans tout ce qui précede, on s’est uniquement intéressé a l'interaction atomes-
rayonnement, mais on n’a jamais considéré les interactions entre atomes. En fait, deés
que la densité atomique est suffisante, ces interactions ne peuvent étre négligées : c’est
ainsi que ’on peut étudier les collisions atomiques dans un régime complétement nouveau,
celui des collisions ultra-froides, qui a donné lieu & de nombreux résultats inattendus.

Lorsqu’on refroidit suffisamment un ensemble de particules, il existe un autre phéno-
meéne lié & la proximité des voisins, et qui existe méme en l’absence d’interaction au sens

10F. Bardou, J.-P. Bouchaud, A. Aspect, C. Cohen-Tannoudji : « Léuvy statistics and laser cooling >,
Cambridge University Press (2001).
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habituel du terme : il s’agit des effets de statistiques quantiques'', qui apparaissent lorsque
les paquets d’onde atomiques se recouvrent, c’est-a-dire lorsque leur dimension typique
est de P'ordre de leur distance moyenne n~ /2, ot n est la densité atomique dans I'espace
réel. Pour des atomes a température T, la distribution des impulsions est une gaussienne
a trois dimensions d’écart quadratique moyen

Ap, = Ap, = Ap, = /M kgT . (7.106)

On peut lui associer un paquet d’onde dont la taille typique est de 'ordre de i/Ap,. On
utilise conventionnellement la « longueur d’onde de de Broglie thermique » Ap, définie

par
| 2mh?

et la condition d’apparition des effets de statistique quantique s’écrit donc
Ap z ' (7.108)
ou encore
nA3>1. (7.109)

En introduisant v(r, p) la densité dans I'espace des phases a six dimensions {r, p}, on re-
marque que pour une distribution de vitesses gaussienne, et une densité spatiale uniforme
n, la densité maximale dans I’espace des phases vaut

dﬁNat n

_ V(I‘,p = 0) = (27TM k‘BT)3/2

— = h3nA3. . 11
Br &p h? nAy. (7.110)

La condition d’apparition des effets de statistique quantique est donc que la densité dans
I'espace des phases soit de lordre de 1 atome par cellule élémentaire de volume h3. La
quantité sans dimension n A3 s’appelle « parameétre de dégénérescence » et la condition
(7.109) caractérise le « régime de dégénérescence quantique ».

En fait, dans un article célébre mais hautement spéculatif de 1924, Einstein a prédit
I’existence d’une transition de phase quantique, aujourd’hui appelée « Condensation de
Bose-Einstein », pour la valeur précise

n A} =261 . (7.111)

Lorsque n A3 est supérieur & cette valeur, il apparait une saturation de la vapeur a 1’équi-
libre thermodynamique, la notion de « saturation » étant prise dans un sens analogue a
celui de « vapeur saturante » dans un équilibre liquide-vapeur. Les atomes en excés vont
alors « se condenser » dans I’état quantique fondamental du piége ou les atomes sont
confinés.

1R, Brézin, Physique statistique, Editions de I’Ecole polytechnique (1998).
R. Balian, Physique statistique, Editions de I’Ecole polytechnique (1998).
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Cette transition de phase quantique est remarquable par le fait qu’a la différence des
transitions de phase habituelles telles que la transition vapeur-liquide, ou liquide-solide,
elle n’est pas due & des interactions attractives venant dominer l'agitation thermique
au-dessous d’une température critique. Ici, la condensation résulte d’un pur effet d’inter-
férence quantique (a plusieurs particules) qui favorise les situations o plusieurs particules
bosoniques indiscernables sont dans le méme état quantique'?. Plus précisément, a I'issue
d’une collision entre deux bosons, la probabilité d’aboutir dans un état déja occupé par
n bosons est n + 1 fois plus grande que si cet état était initialement vide. Nous avons
rencontré une propriété analogue au chapitre 6 (partie 6.2) dans le cas de ’émission de
photons (qui sont des bosons) : la probabilité d’émission stimulée dans un mode contenant
n photons est n+1 fois plus grande que la probabilité d’émission spontanée dans un mode
initialement vide.

En poursuivant l’analogie ci-dessus, on a pu comparer la condensation de Bose-
Einstein, quand la température devient inférieure a la température critique, a la tran-
sition laser lorsque le gain devient supérieur a la valeur de seuil. Cette comparaison est
intéressante, comme nous le verrons plus loin, mais il faut garder a I’esprit une différence
importante : un condensat de Bose-Einstein est a priori un systéme a 1’équilibre thermo-
dynamique avec la fraction non condensée, alors qu’un laser est un systéme qui n’est pas
a I’équilibre thermodynamique.

7.3.2 Obtention de condensats de Bose-Einstein gazeux : refroi-
dissement laser et refroidissement évaporatif

Le critére d’Einstein (7.111) suggére qu'il serait possible d’atteindre le seuil de conden-
sation soit en abaissant la température, soit en augmentant la densité, soit les deux. En
fait, pour satisfaire le critére (7.111), aux basses températures accessibles par les méthodes
de cryogénie habituelles (une fraction de Kelvin, voire quelques milliKelvin), il faut des
densités de l'ordre de celle des liquides ou des solides (n ~ 10%® m~3), ou les interactions
¢électromagnétiques (liaison chimique, force de van der Waals), qui sont responsables de
transitions de phase ordinaires vers une phase solide ou liquide, masquent les effets de
statistique quantique. Il existe une exception, ’hélium, particuliéerement inerte, c’est-a-
dire développant treés peu d’interaction électromagnétique avec les voisins, et il est connu
que I'hélium liquide présente & une température de l'ordre de 2 Kelvin une transition
vers I'état superfluide. Aprés plusieurs décennies de débats au cours de la premiére moi-
tié du XX sjécle, un consensus a fini par s’établir sur le role de la condensation de
Bose-Einstein dans l'apparition de la superfluidité, caractérisée par 1’absence compléte
de viscosité. Mais dans le liquide Hélium superfluide les interactions ordinaires sont treés
fortes et rendent extraordinairement complexe la physique de ce systéme.

Pour observer la condensation de Bose-Einstein non masquée par les interactions or-
dinaires dont la portée n’excéde pas le nanomeétre pour les liaisons chimiques, et une

120n sait qu’au contraire, si les particules indiscernables sont des fermions — par exemple des électrons
— elles ne peuvent pas se trouver dans le méme état quantique.
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fraction de micrometre pour l'interaction de van der Waals, il suffit de travailler en ré-
gime dilué, a une densité inférieure a 10'® m=3. La température critique donnée par le
critére d’Einstein, correspondant & une longueur d’onde de de Broglie thermique de I'ordre
de 107% m, est alors de 'ordre du microKelvin, bien en dessous des températures acces-
sibles par les techniques de cryogénie habituelles. Mais la combinaison du refroidissement
et piégeage d’atomes par laser, et d’une nouvelle méthode, le refroidissement évaporatif
forcé, finalement a permis d’atteindre la condensation de Bose-Einstein en régime dilué.

Pour comprendre le caractére remarquable des progrés expérimentaux ayant conduit
a ce résultat, couronné par le Prix Nobel 2001'3, il est utile de raisonner en terme de
densité dans l'espace des phases (voir figure 7.13).
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F1G. 7.13: Chemin dans l’espace des phases conduisant de la vapeur atomique dans le four a
Porigine du jet atomique jusqu’au condensat de Bose-Einstein. On porte en abscisse la densité,
et en ordonnée le cube de la longueur d’onde de de Broglie thermique, en utilisant des coordon-
nées logarithmiques. Les droites de pente —1 correspondant & un paramétre de dégénérescence
constant. La densité finale est du méme ordre de grandeur que la densité initiale, mais la tem-
pérature est passé de 500 K a 500 nK, et la densité dans Iespace des vitesses (et donc celle dans
lespace des phases) a augmenté de plus de 14 ordres de grandeur. Ce gain spectaculaire a été

obtenu en enchainant refroidissement par laser et refroidissement évaporatif.

On part d’une vapeur atomique (par exemple le Rubidium) de densité 10" m=3 a
quelques dizaines de degrés Celsius; la longueur d’onde de de Broglie thermique est de
l'ordre de 107! m, d’ott un parametre de dégénérescence n A3 de I'ordre de 10715, Apres
ralentissement par laser d’'un jet atomique issu de cette vapeur, on a perdu 6 ordres de
grandeur sur la densité dans I’espace réel, mais les vitesses ont été réduites d’un facteur su-
périeur 4 100, et A2 a augmenté de plus de 6 ordres de grandeur, d’oti une légére croissance
du paramétre de dégénérescence qui vaut maintenant 10!, L utilisation d’un refroidis-
sement par mélasse laser, combiné & un piégeage, permet un nouveau gain spectaculaire

13Voir les textes des conférences Nobel dans Review of Modern Physics, vol. 74 (2002).
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qui améne le paramétre de dégénérescence & une valeur de I'ordre de 107%. L’expérience
montre qu’a ce point il est trés difficile d’aller au-dela par les méthodes de refroidissement
laser qui butent sur le chauffage di a la réabsorption des photons diffusés lorsque la den-
sité dépasse 10" m~3 (la section efficace de diffusion & résonance est de 107'2 m?, voir la
remarque du § 2.4.4, et pour un désaccord |§| = 10T le libre parcours moyen des photons
vaut 1072 m).

Pour gagner les 6 derniers ordres de grandeur permettant d’atteindre la condition
critique (n A3 = 2.61), on commence par transférer les atomes dans un piége ot ils sont a
I’abri de tout chauffage par rediffusion de photons. Il peut s’agir d’'un piége magnétique,
mais la méthode n’est utilisable que pour des atomes paramagnétiques possédant un
moment magnétique permanent. Il peut aussi s’agir d’un piege laser dipolaire (Figure 7.4)
basé sur un laser trés désaccordé et trés puissant, par exemple un laser & CO, de longueur
d’onde 10 micromeétres et de puissance de plusieurs Watts. Dans un tel piége conservatif,
il va suffire d’éliminer les atomes les plus énergétiques (par exemple en diminuant la
profondeur du piége) pour réduire I’énergie moyenne des atomes restants. Typiquement,
on élimine les atomes dont I’énergie est supérieure & 6 kgT', et on laisse 1’échantillon se
rethermaliser. On a alors un échantillon plus froid, et également plus dense puisque les
atomes se concentrent au fond du puits lorsque la température baisse. En poursuivant le
processus d’évaporation forcée, on observe la condensation & une température en accord
avec I'équation (7.111), typiquement une centaine de nanoKelvin.

Pour observer la condensation de Bose-Einstein, la méthode de choix consiste & déter-
miner la distribution des vitesses des atomes piégés. Pour cela, on coupe brutalement le
piége, et on laisse le nuage atomique s’étaler pendant une durée 7, suffisamment longue
pour que sa taille soit devenue trés grande par rapport a la taille initiale. La densité spa-
tiale n(r,7) a cet instant est alors le reflet de la distribution initiale p(v,0) des vitesses,
et on peut écrire

n(r,r)=p(2,0) . (7.112)

_7
T

Il est relativement facile de mesurer n(r,7) en réalisant une image en absorption du
nuage atomique, éclairé par un laser a résonance. Le profil d’absorption obtenu est alors
proportionnel & l'intégrale de la densité n(r,7) suivant la ligne de visée, et on remonte a
la densité n(r, 7) en utilisant les propriétés de symétrie du piége.

La figure (7.14) montre les profils de vitesses atomiques en fonction de la température.

une température nettement supérieure & la température critique, on constate que le
profil de vitesse est trés bien représenté par une distribution gaussienne, que 'on ajuste
par une distribution de Maxwell-Boltzmann, ce qui donne une mesure de la température.
A plus basse température, on voit apparaitre une double structure avec une composante
étroite et une composante large. Les ailes de la composante large sont ici encore trés
bien ajustées par une gaussienne, ce qui fournit la température. Par soustraction de la
composante large, on isole la composante étroite, qui correspond aux atomes dans le
condensat de Bose-Einstein, et que nous décrivons plus en détail ci-dessous.
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F1G. 7.14: Observation de la condensation de Bose-Einstein. La figure représente la distribution
des vitesses atomiques (suivant deux axes) a diverses températures. La condensation se manifeste
par lapparition d’une double structure, correspondant a la phase condensée en équilibre avec
un nuage thermique (cliché Institut d’Optique).

7.3.3 Condensat de Bose-Einstein et laser a atomes

Comme nous 'avons indiqué plus haut, 'apparition d’un condensat de Bose-Einstein
évoque le franchissement du seuil laser. Au chapitre 3, nous avons souligné une propriété
essentielle des lasers, la présence d’un trés grand nombre de photons dans un méme mode
du champ électromagnétique, le mode de la cavité ou se produit I'effet laser. De méme, un
condensat de Bose-Einstein est constitué d’un grand nombre d’atomes tous dans le méme
état quantique correspondant & la méme fonction d’onde pour le mouvement du centre de
masse atomique. Cette fonction d’onde est 1’état fondamental du piége. Ainsi, au champ

E,(r,t) = A u,(r) e ™ (7.113)

décrivant le mode laser p, on peut faire correspondre la fonction d’onde

Eq

Wo(r,t) = Agug(r) e " 7" (7.114)

décrivant ’état fondamental du piége. Dans le cas d’un piége harmonique de symeétrie
cylindrique, caractérisé par un potentiel

1 1
V(z,y,z) = 5M wi (2 + %) + §Mwﬁ 22, (7.115)

la fonction d’onde de I’état fondamental est de la forme

1 _2?4y? 22

=~ e Ml glaZ 7.116
U0<l’,y,2’) (27T2 ai az)1/4 € € ( )

Les demi-largeurs a (e='/2) de |ug|?, correspondant aux écarts quadratiques moyens en
position, valent respectivement

(7.117)
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| h

Dans le cas fréquent ou w,; et w, ont des valeurs trés différentes le condensat est trés
allongé, en forme de cigare si w, > w., en forme de crépe dans le cas opposé. Cette aniso-
tropie se reflete sur la distribution des vitesses, qui est le module carré de la transformée de
Fourier de ug(z,y, z). C’est également une gaussienne anisotrope, de forme inversée (crépe
dans le cas w > w,, cigare dans le cas w; < w,). Cette forme anisotrope différe de fagon
frappante de la forme isotrope de la distribution des vitesses d’un nuage thermique. En
effet, dans ce dernier cas, la distribution gaussienne de vitesse a un écart type \/kgT /M,
indépendante de la raideur du piége. L’observation, dans I'expérience de E. Cornell et C.
Wieman, de la double structure en vitesse, isotrope pour le nuage thermique, anisotrope
pour la composante étroite, a contribué de fagon décisive & la conclusion qu’il s’agissait
bien d’'une condensation de Bose-Einstein.

et

Remarque

Dés que la fraction condensée contient quelques milliers d’atomes, 1’énergie d’interaction
entre atomes, le plus souvent répulsive, vient un peu compliquer la description idéalisée
que nous venons de donner de la fonction d’onde du condensat. Cependant, les diverses
propriétés que nous avons mentionnées restent vraies qualitativement, ’énergie d’interaction
ayant pour effet de modifier les dimensions des distributions en vitesse et en position, qui
gardent néanmoins leurs caractéristiques anisotropes inversées.

Comme le mode laser d'une cavité contient beaucoup de photons, un condensat de
Bose-Einstein contient beaucoup d’atomes dans la méme fonction d’onde, et il va donc
avoir des propriétés de luminosité et de cohérence qui évoquent celles d’un laser. On a ainsi
pu effectuer de spectaculaires expériences d’interférences entre condensats qui évoquent
celles réalisées avec des lasers photoniques.

Parmi les trés nombreuses expériences réalisées avec les condensats de Bose-Einstein
gazeux, nous avons choisi d’en décrire une qui nous semble bien adaptée au présent ou-
vrage consacré pour une part importante aux lasers. Il s’agit de ce qu’on peut appeler au
sens propre un « laser & atomes », et qui consiste en un faisceau d’atomes se propageant
tous dans le méme état quantique. On sait que pour obtenir un faisceau laser photo-
nique, on couple le mode actif d’une cavité laser a un mode extérieur a ’aide d’un miroir
partiellement transmissif. De la méme facon, il est possible de coupler les atomes d’un
condensat de Bose-Einstein piégé a une fonction d’onde se propageant librement & I'ex-
térieur du piege sous leffet de I'accélération de la pesanteur g (Figure 7.15). La fonction
d’onde des atomes extraite du condensat décrit le mouvement de particules d’énergie bien
déterminée soumises & un champ de force uniforme suivant Oz. Il s’agit d’une fonction
appelée « fonction d’Airy », dont la forme asymptotique, loin de la zone d’extraction du
condensat (en z = z), s’écrit

2
3

Z— 20

14

3/2
(2) ~ |29(z = 2)|Y* exp { } (7.119)

avec { = (h?/2M? g)'/3 (¢ ~ 300 ym pour le rubidium de masse atomique 87).
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Cette expression montre que la longueur d’onde de de Broglie des atomes décroit au
fur et & mesure de leur chute ce qui s’interpréte aisément a partir de la relation de de
Broglie

AMV =h (7.120)
ou V est la vitesse classique, qui croit au cours de la chute, suivant la loi

V2 =2g(2 — 2) . (7.121)

F1G. 7.15: Chaque image, obtenue par absorption de lumiére résonnante, montre un ensemble
d’atomes tous dans la méme fonction d’onde, en chute libre vers le bas sous effet de la pesanteur.
On distingue le condensat de Bose-Einstein piégé d’oti le laser a atomes est extrait. La divergence
plus ou moins grande du laser 4 atomes est due & l'interaction répulsive avec le condensat de
Bose-FEinstein piégé, qui provoque un effet de lentille divergente (cliché Institut d’Optique).

A cause de cet effet de la pesanteur, qui conduit & des longueurs d’onde de de Broglie
trés petites, les lasers & atomes en chute libre ne se prétent pas facilement aux applications.
Il n’en est pas de méme pour les lasers a atomes produits dans des guides d’onde atomiques
horizontaux réalisés par exemple avec des faisceaux laser horizontaux désaccordés vers les
petites fréquences, dont la force dipolaire attire les atomes vers le centre du faisceau.
On peut aussi utiliser des « puces a atomes », microstructures ou des fils parcourus par
des courants réalisent des tubes de champ magnétique permettant de guider les atomes,
réalisant ainsi une véritable optique atomique intégrée.

Remarque
Le schéma de laser & atomes évoqué ici est manifestement un schéma de laser de durée finie,
dans la mesure ou le laser s’arréte lorsque tous les atomes du condensat ont été extraits.
Il rappelle par cette propriété le premier laser photonique ayant fonctionné, le laser a ru-
bis, dont l'inversion de population initiale s’épuise lors de 1’émission laser. La recherche de
schémas permettant d’obtenir des lasers a atomes continus est un sujet important.

Ce trop rapide survol des analogies entre optique photonique et optique atomique
serait treés incomplet si on n’y abordait pas la question de 'optique atomique quantique,
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ou 'on verrait apparaitre des propriétés typiquement quantiques comme par exemple les
corrélations fortes observables avec des particules intriquées. De tels systémes pourraient
trouver des applications dans le domaine de I'information quantique. Ils sont & I’étude
dans plusieurs laboratoires.

Ainsi, en moins de trois décennies, 'optique atomique a franchi les étapes qui avaient
pris plusieurs siécles pour l'optique photonique. Le controle des mouvements atomiques
par laser, dans les années 1980, a ouvert la voie a 'optique atomique avec des ensembles
incohérents d’atome, ce qui ne veut pas dire qu’on n’y observe pas des phénoménes d’inter-
férence ou de diffraction, comme nous I’avons appris de Young, Fresnel, Michelson, Zernike
et bien d’autres qui avaient montré comment faire de ’optique photonique cohérente avec
des sources de photons incohérentes. L’obtention des condensats de Bose-Einstein dilués,
en 1995, représente l'analogue de l'invention du laser en 1960, et nul doute que 1’op-
tique quantique atomique aura des développements spectaculaires. Les lasers a atomes
donneront-ils & 'optique atomique autant d’applications que les lasers photoniques en
ont amené a 'optique photonique ? Nous nous garderons bien de jouer les futurologues,
car le chemin qui méne de la recherche de base aux applications est souvent tortueux :
souvenons-nous que la plupart des applications les plus importantes du laser photonique
n’ont émergé que plus de vingt ans apres leur invention.
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